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研究成果の概要（和文）：離散度合いの異なる非線形に対する共通の数学的解析手法を提案することを目指した．具体
的な成果としては，(1)初等的セルオートマトンの時間発展方程式を束演算によって表現し，その初期値問題を解くこ
とによって厳密な一般解を提出した．(2)多近傍セルオートマトンで表される粒子系に対して初期値問題を厳密に解い
た．また，高次保存量を有する系を1次保存量を有する系に還元して解析を行った．(3)(2)で得られたいくつかの系に
対して保存量を壊さずに確率変数を導入し，基本図の理論式を厳密に導出した．

研究成果の概要（英文）：Our purpose is to propose a common analyzing method among nonlinear systems with 
different levels of discretization. We obtained the following concrete results. (1) We expressed the 
time-evolution equations of elementary cellular automata using lattice operations. We proposed the exact 
general solutions solving their initial value problem. (2) We solved exactly the initial value problems 
for the particle systems expressed by cellular automata with multi-neighbors. Moreover, we analyzed the 
cellular automata with higher-order conserved quantity reducing them to those with first-order. (3) We 
introduced the stochastic parameters to the systems obtained in (2) preserving their conserved quantity 
and derived the exact theoretical expression for their fundamental diagram.

研究分野：離散可積分系

キーワード： 可積分系　セルオートマトン　ソリトン　超離散化　保存量　非線形波動　差分方程式

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
 近年、可積分系分野において、微分・差分・
超離散という離散度合いの異なる方程式が、
連続極限・超離散極限を介して解のレベルま
で直接的に結びついていることが、申請者を
含む研究グループにより明らかになった。特
に超離散方程式はセルオートマトンのよう
なデジタル系の記述も可能であり、あらゆる
離散度合いの方程式を共通に取り扱うこと
を可能にした。その基本的な成果は以下の文
献にまとめられている。 
 ・「差分と超離散」広田良吾・高橋大輔（共
立出版、2003年） 

その後この研究はパンルベ方程式・量子可積
分系・トロピカル幾何学などさまざまな分野
へ大きく発展し、交通流・数値計算法・カオ
ス系などへの応用も見いだされた。それら成
果の一部は以下の文献にまとめられている。 
 ・「開かれた数学 3 箱玉系の数理」時弘哲
治（朝倉書店、2010年） 

しかしながら、神経パルスのデジタル処理や
多粒子の流動現象など、離散度合いの異なる
数学的記述を同時に取り扱うような手法や
モデルの提案には未だなされていないのが
現状である。 
 
２．研究の目的 
 
 デジタルとアナログの中間的な対象に対
して、従来は局所平均による連続化や確率に
よる平均場の手法がとられてきた。しかしな
がら、対象のデジタル部分とアナログ部分が
ともに重要な役割を果たすとき、このような
手法には限界がある。本研究では、微分方程
式やセルオートマトンなど、異なる離散度合
いの数学表現を融合する表現の開発を目指
しており、対象をよりいっそう精密に再現す
ることを可能とする。また、それによって無
限小解析学と情報数学のような異分野間の
架け橋となる数学表現を可能にし、従来の理
論を大きく発展させることが予想される。 
 さらに、上に述べたような現象に対するハ
イブリッド型の数理モデルが実現すれば、今
までは再現自体に限界があり、その再現手法
に主眼が置かれていたそれら現象の強力な
シミュレーションが実現することとなる。こ
れにより現象それぞれが関わる生命系・物理
系・情報系分野の飛躍的発展が可能となり、
次世代に通用する理論・応用が拓かれると予
想される。 
 具体的には，本研究ではセルオートマトン

と呼ばれる完全離散系に対する初期値問題
を，方程式の立場から厳密に解くことを目指
す．また特に移動ルールに従う多粒子系のダ
イナミクスに焦点を絞り，そのデジタル表現
に対する連続数学の手法を用いた解析を行
うことを目指す． 
 
３．研究の方法 
 
(1) 時間１階３近傍２値のセルオートマト
ン，いわゆる初等的セルオートマトンに対し
て，２５６個のルールの初期値問題をすべて
対象とし，解が多項式オーダーの複雑度を有
するもの，いわゆる可解なセルオートマトン
を探索する．また，解の表現を束(lattice)
の演算で表し，実際の初期値問題を
max-min-plus 代数の観点から解析する． 
 
(2) 時間 1 階 3～5 近傍 2 値のセルオートマ
トンに対して，1 次保存量を有するものを全
探索し，その系を粒子が移動する多粒子系と
みなすことによって，ダイナミクスを解析す
る．この際に時間発展則はすべて max-plus
あるいは max-min-plus 表現によって表す．
また部分的には初期値問題を解き，任意の初
期値に対して，どのような定常解が得られる
かを解析する．さらに，時間無限大の漸近挙
動を調べ，基本図の構造を調べる． 
 
(3) (2)で得られた粒子系の max(-min)-plus
表現に対して，確率変数を導入し，同じく 1
次保存量を有する確率粒子系を導出する．こ
の確率粒子系の時間無限大の漸近挙動を調
べ，基本図の理論式を導出するための手法を
開発し，実際に導出を行う． 
 
４．研究成果 
 
(1) 初等的セルオートマトンについては，
256個のうち独立な時間発展則が75個あるこ
とがわかっている．これらについて，数式処
理ソフトMathematicaを使用して初期値から
の時間発展を実際に調べ，そのうち約 1/3 の
24 個のルールについては束演算による表現
と多項式オーダーの複雑度を持った厳密解
が存在することが判明した．たとえばルール
番号 140 の ECA は束演算によって 
 

 
 
と表されるが，厳密解は 2次の多項式オーダ
ーの複雑度を有する解として次のように表
される． 



いったんこのような解が得られると，初期値
は 0, 1 の 2 値に限定する必要がなく，実数
の初期値問題を同時に解いたことになる．そ
のような解の例を次に示す． 

図 1 
 
この例のように，2 値のセルオートマトンの
時間発展ルールを含み，かつ，解が厳密に提
出できるような実数の方程式と解のセット
が与えられたことは，非常に重要な成果であ
る． 
 
(2) 3～5近傍の 2値セルオートマトンで 1次
保存量を有する独立なものは 3 近傍で 1 つ，
4 近傍で 4 つ，5 近傍で 115 個あることがわ
かっている．これらに対して，まず数値シミ
ュレーションから初期値問題を解き，粒子が
どのように振る舞うかについて解析を行っ
た．さらに，3,4 近傍のものはすべて，5 近
傍のものについてはいくつかのルールにつ
いて方程式表現および厳密解を得た． 
 また，時間無限大の漸近挙動から得られる
基本図について，その分枝の構造について方
程式の仕組みとの関連性を調べ，なぜそのよ
うな分枝が生じるかについて理論的に考察
を行った． 
 次に 1次保存量だけでなく，高次保存量に
も着目し，高次保存量を有する系がコール－
ホップ変換型の変数変換により1次保存量に
帰着する場合があることを解明した．たとえ
ば図 2 は 2 次の保存量を有するルール番号
54612 の 4 近傍セルオートマトンの時間発展
の例であるが，XOR 演算を用いた変数変換に
より，1次の保存量を有するルール番号43944
の4近傍セルオートマトンに帰着する（図3）． 
  

図 2 

図 3 
以上の成果は可解なセルオートマトンの枠
組みを大きく拡張するものであり，デジタル
の時間発展系に対する知見として貴重な者
となっている． 
 
(3) 1 次保存量を有する 4 近傍セルオートマ
トン 4種類のうち 3つについては厳密な理論
曲線を有する基本図が存在するように確率
変数を導入することが可能であった．また，
我々が分解公式と呼ぶ仮定的な公式，および，
確率系の定常状態に関する遷移バランス方
程式の両者を用いれば基本図の理論式を導 

図 4 
 
出できるという一般的な手法の開発に成功
した．図 4 にそのような基本図の例を示す． 
 この成果は非対称単純排他過程など従来
の理論手法に比べて，仮定を要するとはいえ



非常に強力かつ汎用な手法であり，確率系に
対する理論手法の新しいステージを導くも
のである． 
 さらに，(2)の成果で得られた高次保存量
を有する系に対しても，同様の手法で基本図
の理論曲線を導出することに一部成功した．
この際に，解のパターンの連続する 1の領域
の左端と右端の位置についての，オイラー－
ラグランジュ形式による時間発展を導き，そ
れらに対して上記の分解公式および遷移バ
ランス方程式を用いることにより，従来知ら
れていない新規の成果を導出することがで
きた． 
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