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研究成果の概要（和文）：3次元外部領域において障害物が回転し，回転軸と同じ方向に並進運動している場合，それ
らが十分小さければ，定常Navier-Stokes 方程式は一意的な強解を有することを証明した．特に並進運動のみに限れば
，外力が1階偏導関数が自乗可積分なる空間の双対空間に属しているとき，任意の弱解に対してエネルギー等式が成立
することを明らかにした．応用は，小さな外力下における弱解の一意性である．一方，内部多重連結領域においては，
与えられた境界値がLeray-Fujita の不等式を満たし，その領域全体へのソレノイダル拡張ベクトル場に定常解がL�ノ
ルムの位相で十分近いならば，指数的に安定であることを示した．

研究成果の概要（英文）：To the 3D stationary Navier-Stokes equations in exterior domains, if the obstacle 
rotates slowly around the axis and moves also slowly along the same direction to the axis, then there 
exists a unique strong solution. In particular, we investigate the case when the obstacle moves with a 
constant speed and succeed to prove the energy inequality for any weak solution provided the external 
force is in the dual space of homogeneous Sobolev space with the first derivative in L� As an 
application, we can show the uniqueness of weak solutions under the smallness assumption on external 
forces. On the other hand, in the interior domain with multi-connected boundaries, if the inhomogeneous 
boundary data satisfies the Leray-Fujita inequality and if the stationary weak solution is close to the 
extended solenoidal vector field in L�norm, then it is asymptotically stable with an exponential 
convergence rate.

研究分野：非線形偏微分方程式

キーワード： Navier-Stokes 方程式　外部問題の弱解の一意性　領域の位相幾何と可解性　エネルギー不等式　指数
安定性
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１．研究開始当初の背景 
ナビエ・ストークス方程式は非線形特有の現
象を引き出すことのできる典型的モデルと
して，理論・実験双方から注目されてきた． 
研究代表者はこれまでに多くの国際シンポ
ジウムを組織した．ミレニアム７問題の１つ
「ナビエ・ストークス方程式の時間大域的可
解性」は，他の６つの問題と比較して，純粋
数学のみならず，計算科学，流体力学とも密
接に関係していることが特徴である． 
一方，計算科学における直接数値シミュレー
ッション（=DNS）は乱流研究の有力な手段
であるが，強い非線形性と巨大自由度をもつ
という乱流の本質的特長を反映するには困
難であった．研究分担者が 21 世紀 COE で推
進した一様等方性乱流の DNS は，従来とは
桁違いの大型計算であり，初めて大規模実験
を凌駕する高いレイノルズ数の乱流データ
が実験的誤差や不確定性なしに取れるよう
になった． 
 
２．研究の目的 
近年の大型計算機の飛躍的な性能向上に伴
い，大気・気象，航空・宇宙，エネルギーな
どにおける様々な乱流の解明に計算科学的
方法が広く使われつつある．しかし，乱流の
問題の根幹にかかわる空間のスケール無限
大，粘性消滅，エネルギー減衰といった極限
操作に対しては，非線形偏微分方程式の解法
における現代解析学の方法が威力を発揮す
る．実際，調和解析学による非線形偏微分方
程式の解の漸近展開の方法は，大規模な有限
計算の極限状態を予測可能とし，乱流理論や
乱流縮約モデルの構築に寄与することが期
待できる． 
本研究は，現代解析学の手法を用いて複雑な
流動現象の解明，およびその予測信頼性向上
に貢献すべく乱流の数学的理論を構築する． 
 
３．研究の方法 
本研究は，数学解析学と流体力学の連携によ
って推進する．数学解析学の研究においては， 
非線形偏微分方程式の手法，特に調和解析学
を用いてナビエ・ストークス方程式および簡
素化された方程式の解の性質を，数学的厳密
理論および数値実験双方の観点から考察す
る．領域のサイズの影響やエネルギー減衰と
いった数値計算では扱えない無限大や極限
操作を研究対象とし，大規模な流れを記述す
る適切なモデルの構築行うと同時に，乱流の
普遍原理に解明に数学的な確証を与える． 
流体力学の研究では，主として計算科学的方
法，とくに大規模直接数値シミュレーション
（Direct Numerical Simulation=DNS）によ
る乱流現象の解明，及び，数理物理学的根拠
を持ち恣意的調節パラメータを含まない情
報縮約手法の開発に挑戦する． 
 
 
 

４．研究成果 
(1) 回 転 す る 障 害 物 の 周 り の 定 常
Navier-Stokes 方程式の解の存在と一意性 
回転する障害物の周りの定常 Navier-Stokes 
方程式の解の存在と一意性について研究を
行った．より具体的には 3次元空間において
障害物が回転し，かつ回転軸と同じ方向に並
進運動する場合に，その外部領域において非
圧縮性粘性流体の Navier-Stokes 方程式の
定常解の存在と一意性を考察した．実際，回
転の角速度と並進速度，外力を与えられたデ
ータとし，それらが十分小さければ一意的な
解が存在することを証明した．ここで，外力
は navier-Stokes 方程式のスケール不変な
関数空間である弱 3/2-乗可積分空間であり， 
構成した解のクラスは一階の偏導関数が同
じ関数空間に属するものである．ここで注意
すべきことは，一意性については解そのもの
の小ささを仮定していることである．実際，
与えられたデータがスケール不変な関数空
間において小さければ，小さな解が存在する
ことは証明できるが，同じデータに対して大
きな解が存在する可能性を否定できない．す
なわち，たとえ与えられたデータが小さいと
しても，解の大きさを制御できるかどうかは
未解決である． 
一方で，回転運動を伴わない並進運動のみの
場合，即ち物体を通り過ぎる流れの場合は， 
無限遠方の速度が小さくはあるがゼロでは
ないという仮定のもと，小さな外力の場合は，
Dirichlet 積分有限な解は一意的に存在す
る定理を証明した．この定理においては，解
の大きさは与えたらデータによってのみ制
御可能であり，一意性が必然的に得られる． 
(2) 外部領域における定常 Navier-Stokes 
方程式の弱解の一意性とエネルギー不等式
の関係 
外部領域における定常 Navier-Stokes 方程
式の弱解の一意性とエネルギー不等式の関
係を考察した．3 次元外部領域においては，
Leray により任意の外力に対して，Dirichlet 
積分が有限な範囲ででエネルギー不等式を
満たす弱解が少なくも一つ存在することが
示されている．しかし，そのような弱解の一
意性については，空間における弱 3 乗可積分
ノルムが小さいという仮定が必要であった．
またエルギー不等式の正当性に関しても
Dirichlet 積分が有限という範囲では未解
決であり，例えば，解の弱 3 乗可積分ノルム
が有限という付加条件の元で保障されるに
留まっていた．本研究では，Dirichlet 積分
が有限という範囲であってかつ無限遠方に
流れがある弱解について新たな知見を得た．
実際，エネルギー不等式については，外力が
1 階偏導関数が自乗可積分という空間の双対
空間に属していてさえいれば，任意の弱解に
対してエネルギー等式が成立することを証
明した．また，一意性については，無限遠方
に流れがない場合と異なり，解そのものに対
する小ささではなく，与えられたデータの小



ささのみによって制御できることを明らか
にした．すなわち，与えられた無限遠方の速
度と，1 階偏導関数が自乗可積分である空間
の双対空間に属る外力の対応するノルムと
の双方が十分小さければ，弱解は一意的であ
ることを証明した．この結果は期待できる定
常 Navier-Stokes 方程式の弱解の存在と一
意性に関しては，最良の結果と言える． 
(3) 外部領域における定常 Navier-Stokes 
方程式の解の無限遠方の速度に関する連続
性 
3 次元外部領域における定常 Navier-Stokes 
方程式については，無限遠点に小さい速度を
与えてエネルギー不等式を満たす弱解が構
成できることが得られていた．しかしその弱
解の一意性に関しては，与えられた無限遠点
の速度の小さに加えて解自身の小ささを仮
定する必要があった．本研究では弱解の一意
性が無限遠点の速度の大きさを制限するこ
とのみによって成立することを示した．更そ
の応用として，任意の弱解が必然的にエネル
ギー不等式を満たすことに着目し，無限遠点
の速度がゼロに収束する場合も含めて，尺度
不変な関数空間の汎弱位相，かつ Dirichlet 
積分のノルムの強位相においても弱解は無
限遠点の速度に関して連続に振る舞うこと
を示した． 
(4) 一般化された流量条件下における定常
Navier-Stokes 方程式の大きな弱解の安定
性 
3 次元の内部領域における定常解が安定であ
るための必要十分条件は，その定常解を低階
の項にもつ摂動 Stokes 作用素の固有値の実
部がすべて正であることが古くから知られ
ている(Sattinger)． 
しかし，与えられた境界値や外力の条件によ
って対応する定常解の安定性を論じた結果
は少ない．本研究では，多重連結領域におい
て与えられた境界値が Leray-Fujita の不等
式を満たし，不等式を実現する境界値のソレ
ノイダル拡張ベクトル場に定常解が$L^3$-
ノルムの位相で十分近いならば，安定である
ことを示した．ここで重要なことは，定常解
自身は小さい必要ないことである．応用とし
て 2 次元の剛体運動，3 次元調和ベクトル場
の境界への制限によって決まる定常流は， 
指数漸近安定であることが明らかになった． 
(5) 回転座系における Navier-Stokes 方程
式の周期解の存在とその漸近安定性 
3次元 Euclid空間において鉛直方向の座長軸
が回転するとき，周期的な外力を与えたなら
ば同じ周期をもつ強解が存在するか？とい
う問題に取り組んだ．実際，周期的な外力が
十分小さいならば，同じ周期を持った強解が
存在することを証明した．またそのような周
期的強解は小さな初期擾乱に対して時間漸
近安定であることを示した． 
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