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研究成果の概要（和文）：偏光の場が変形の場としてのゲージ場と結合した場合のラグランジアンの分析を解析的側面
から行った。偏光の場をスピノル場とみて角度変数の表示を用いることにより偏光の場が弾性場と同じ形に帰着される
ことが要になる。これによってラグランジアンは「曲（bending)」と「捻れ(twisting)」の２つの項で表される。ここ
で後者は、もともとのゲージ場を吸収し一般化されたゲージ場によって表される。これによってラグランジアンはスト
ークス変数を用いることによって、さらに物理的構造がいっそう明確になることがわかった。とくに一般化されたゲー
ジ場がゼロになる場合ストークス変数の場に対する非線形シグマ模型に帰着される。

研究成果の概要（英文）：A field equation is studied for the light polarization in anistropic media that in
corporates the gauge structure.  The field of polarization is realized  by a spatial  distribution of the 
Stokes vectors which is naturally deduced from the two-component Schroedinger type equation. The field equ
ation can be extended so as to include the coupling with the gauge field.   The evolution equation is deri
ved for the Stokes parameter (pseudo-spin) field by constructing the effective Lagrangian, which is simila
r to the equation of motion of  texture in anistropic fluid; superfluid He3 or liquid crystal; the Lagrang
ian consists  of two terms:  "bending" and "twisting" in analogy with elastic theory. The resultant Lagran
gian is reduced to a form of the nonlinear sigma model, which suggests the topological nature of the light
 polarization. 

研究分野：

科研費の分科・細目：

工学

キーワード： 非線形光学　偏光　ゲージ場　ストークス変数　シグマ模型

応用物理学, 工学基礎, 応用光学, 量子光工学



1

様式 C-19, F-19, Z-19 （共通)

1. 研究開始当初の背景

異方性媒質中の偏光伝搬の研究は長い歴史をもつが, 現
在においても量子コンピュータなどと関連して依然として
その重要性が認識されている. 偏光伝搬の研究は媒質の特
性から「線形媒質」と「非線形媒質」の２つのカテゴリー
に大別してなされてきた. ここで注目すべきは, 媒質それ
自体の「力学的自由度」としての側面が十分に認識されて
こなかったことである. 一方, 報告者は過去１０数年にわ
たり, 偏光伝搬の理論を線形および非線形複屈折の観点か
ら研究をすすめてきた. この研究の要は２成分シュレディ
ンガー型方程式である.

2. 研究の目的

媒質の力学的自由度の典型例は, 「光弾性」において発
生する「変形の場」である. 報告者は, 光の場が存在する
状況において, 変形場が「電磁場」と類似のゲージ場で記
述される可能性に着目した. この事実にもとづき, 「偏光
の場」と「変形場」の相互作用が, ゲージ原理で確定的に
記述される可能性がでてくる. 以前に提案された２成分
シュレディンガー方程式はスピノルで記述されることに注
目し, 非線形複屈折媒質における「偏光の場」と「ゲージ
場」の相互作用系に対する理論的枠組みを構築することが
本研究の目的である.

3. 研究の方法

われわれによって定式化されてきた非線形媒質の偏光場
に対する「近軸近似」（以下本文を参照）によるマクスウェ
ル・シュレディンガー型方程式の手法を改良するところが
主な手法となる. すなわち, 以前にやられた単一モード近
軸近似を偏光伝搬方向に垂直な平面の座標依存性をもたせ
て, (２＋１）次元シュレディンガー型方程式に帰着させる
ことが出発点となる.

4. 研究成果

(1) 2成分波動方程式

理論構成の出発点は, E を 電場として, それに対するヘ
ルムホルツ方程式 [文献１] である:

∂2E

∂z2
+∇2E+

(ω
c

)2

ϵ̂E = 0 (1)

波動の伝搬に対して, つぎのような設定を行う: z を波動
の進行方向として, (x, y) は z に垂直な平面の座標にとる.

さらに, ∇ =
(

∂
∂x

∂
∂y

)
. 誘電テンソル ϵ̂ は, 一般に非線形

性を反映している. すなわち, それは場の依存性をもって
いる (以下ではあらわな表式はあたえない）. さらに, ϵ̂ は
波動ベクトル k に比して「ゆっくり」としている：およ
び, z 軸が誘電テンソルの主軸のひとつであるとする配置
を採用する. この幾何的配置のもとで, ϵ̂ は 2 × 2 行列で
与えられる.

Eをつぎのように表そう：

E(x, y, z) = f(x, y, z) exp[ikn0z] (2)

ここで, k = ω
c , かつ n0(≡

√
ϵ0) は基準となる等方媒質の

屈折率をあらわす. 振幅 f(x, y, z) は, (x,y) 平面内で横波
振動をしていることを考慮すれば,

f = t(f1, f2) = f1e1 + f2e2 (3)

と表示される. ここで (e1, e2) は直線偏光基底をあらわす.
近軸近似 [文献 2] のもとで, f は z に関する「ゆっくり変
化する (slowly varying)」関数とみられるので, これから

|∂
2f

∂z2
| << k|∂f

∂z
|

という不等式が成立する. (2) を (1) に代入して, うえの
f に対する不等式を用いると, 1次の微分 ∂f

∂z のみ, かつ,
(x, y)に関するラプラシアンを残しておけば, 結局, 変調関
数 f に対して

iλ
∂f

∂z
+

[
λ2

n20
∇2 +

(
ϵ̂− n20

)]
f = 0 (4)

が得られる. ここで λ は波長を 2π でわったものである.
この方程式は２成分シュレディンガー型方程式とみなすこ
とができる. ２つの成分 (f1, f2) が互いに結合して, これ
によって偏光の変化を記述が可能になる. 複屈折の効果は
2 × 2 行列で表現される “ポテンシャル” v̂ = ϵ̂ − n20 で与
えられる. v̂ は等方的な値からの差で, エルミート行列と
なる. エルミート性を考慮すると, v̂ の一般的な形は

v̂ =

(
v0 + α β + iγ
β − iγ v0 − α

)
. (5)

と表される. ここで, 直線偏光基底から円偏光基底への変
換: (e+, e−) = T (e1, e2):

Ψ = T f = t (ψ1, ψ2) (6)

を用いよう. T はユニタリー変換で

T =
1√
2

(
1 i
1 −i

)
.

で与えられる. このようにして, シュレディンガー型方程
式は Ψに対して:

iλ
∂Ψ

∂z
= (−λ

2

n0
∇2 + V )Ψ ≡ ĤΨ (7)

と書き直され「変換された」ハミルトンは Ĥ = ThT−1.
となる. この２成分波動方程式は非線形光学で知られてい
る１成分の非線形シュレディンガー方程式の自然な拡張に
なっている [文献 3,4].
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(2) ゲージ場の導入

量子力学の手法に準じて, ラグランジアンを以下のよう
に導入しよう：

I =

∫
Ψ†

(
iλ
∂

∂z
− Ĥ

)
Ψd2xdz

≡
∫

(LC −H)dz (8)

LC および H は, それぞれカノニカル項（canonical term
）および, ハミルトニアン項（Hamiltonian term ）とよば
れる. ハミルトニアン項は「運動エネルギー」項とポテン
シャルエネルギー項で書かれる.
ここで, ゲージ原理を採用する: まず, ラグランジアンが

大局的（global) なゲージ変換 Ψ → exp[iα]Ψ ( α は空間
依存性がない一定の位相）で不変であることに注意する.
この不変性を局所的に拡張する: すなわち, もし α が空間
の局所的な関数であることを許容したとすれば, 新たな場
A（これがゲージ場である）を導入する必要がある. ゲー
ジ場は, 通常の手続き [文献 5] に従って, 共変微分によっ
て導入される:

∇ → ∇− iA

これから, 偏光場のハミルトニアンはつぎのように与えら
れる:

H =

∫
Ψ†{−λ

2

n0
(∇− iA)2Ψ+ V }Ψd2x. (9)

これに加えて, ゲージ場自体を力学的自由度とみれば, そ
れに対するラグランジアンを加える必要がある. その最も
簡単な形は通常の電磁場との類似から, 以下のように与え
られる：

LA =

∫
(∇×A)2d2x (10)

(3) 角度変数による有効作用とストークス変数への変換

スピノル表現 [文献 6] を用いて２成分波動関数を書き
直す:

ψ1 =
√
S0 cos

θ

2
exp[−i (ϕ+ χ)

2
],

ψ2 =
√
S0 sin

θ

2
exp[iϕ] exp[i

(ϕ− χ)

2
] (11)

（これはつぎのようにも表示される: (ψ1, ψ2) =
U(θ, ϕ, χ)Ψ0, Ψ0 = (1, 0) かつ, U a unitary matrix）.
さらに, これを Ψ = fψ ( f =

√
S0) と書くと

ψ = (cos
θ

2
, sin

θ

2
exp[iϕ]) exp[−i (ϕ+ χ)

2
] (12)

と表せる. Ψ に対するラグランジアンは, 極表示を使って
書き直される: まず, カノニカル項 Lc は

Lc = f2λ(χ̇+ cos θϕ̇) (13)

さらに, 運動エネルギー項は

(∇+ iAΨ†)(∇− iA)Ψ = (∇f)2 + f2∇ψ†∇ψ
+ iA(ψ†∇ψ − c.c) +A2

となり, これは２つの項の和で与えられる；K = Kb+Ktw;
それらは, それぞれ,「曲げ」の項（bending） and「捻れ」
の項（twisting) [文献 7] とよばれる.

Kb =
λ

4n0
{(∇θ)2 + sin2 θ(∇ϕ)2}

Ktw =
λ

n0
(∇χ+ cos θ∇ϕ−A)2 (14)

ここで,「カレント」を導入する:

J = ∇χ+ cos θ∇ϕ−A (15)

これによって, ゲージ場のエネルギーは∫
(∇×A)2 = (J−∇× Ω)2 (16)

表せる. ただし, Ω = ∇χ+ cos θ∇ϕとおいた. さらに, ス
トークス変数を導入しょう:

Si = ψ†σiψ, S0 = ψ†1ψ (17)

ただし, i = x, y, z [文献 2, 8]. 関係式 S2
0 = S2

x + S2
y + S2

z

が成立することを注意する. すなわち偏光の場の強さを表
す: S0 ≡ |E|2. 角度変数を用いると

S ≡ (Sx, Sy, Sz)

= (S0 sin θ cosϕ, S0 sin θ sinϕ, S0 cos θ). (18)

1. 偏光が固定された場合

うえの有効ラグランジアンを特殊な場合に考察しよう:
まず, θ = π

2 , かつ ϕ = constant. この場合, ストークスベ
クトルは S = (cosϕ, sinϕ, 0)となる. ハミルトニアンは

H =
λ2

n0
[(∇f)2+ f2(A−∇χ)2]+ (∇×A)2+V (f) (19)

によって与えられる. ここで, modified ベクトルポテン
シャル：B = A−∇χ を導入する. 位相が非特異であれば,
∇× (∇χ) = 0 が成立するので, これから H の最初の項は

H̃ =
λ2

n0
[(∇f)2 + f2B2] + (∇×B)2 (20)

となる. B に関する変分をとることにより

∇×G = j (21)

を得る. ただし, G = ∇×B; これは磁場の類似である. カ
レントは,次のようになる:

j = Ψ†(∇− iA)Ψ = f2B (22)
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この表式はアンペールの法則の対応物である. ここで, f →
f0 の場合を考えると, j = f20B. これから

∇× j = −G (23)

が帰結する. ただし ∇× (∇× χ) = 0を用いた. Eq.(23)
は、ロンドン方程式の対応物に他ならない.
プロファイル関数 f および, ゲージ場 A の具体的な形

状を求めるために, ポテンシャル V の形が必要であるが,
これは, たとえば, ランダウーギンツブルク形

V (f) = k(f2 − f20 )
2

を採用することによって実現される. f および Aに対して

f = F (r),A = G(r)θ̂

（θ は動径方向に垂直な単位ベクトルを表す）なる Ansatz
を設定すれば, F (r), G(r) に対する連立常微分方程式が得
られる. この方程式を解くためには数値計算が必要となる
が, この詳細は別途遂行中である.

2. 非線形シグマ模型

つぎに, f は一定の場合を考察する. 以下では, 議論の
簡単のためにポテンシャルは考えない. このとき

K =
λ2

n0
[(∇S)2 + J2 + (∇× J−∇×Ω)2] (24)

ここで, 関係式

∇× Ω = S0 sin θ(∇θ ×∇ϕ) = S · (∂S
∂x

× ∂S

∂y
) (25)

に注意する. これは超流動 He3A において知られている,
いわゆる Mermin-Ho 関係式である [文献 9]. ２次元平面
で積分することにより, 位相不変量

N =

∫
S2

sin θdθ ∧ dϕ (26)

が帰結する. うえの簡約化されたハミルトニアンはカレン
ト J とストークスベクトル Sの結合を記述している. 特
殊な場合として J = 0を考える（すなわち カレントがゼ
ロの場合）これから, ストークスベクトルのみで書かれる
ハミルトニアンが得られる:

H =
λ2

n0
[(∇S)2 + {S · (∂S

∂x
× ∂S

∂y
)2} (27)

ストークスベクトル（あるいは疑スピン）に対するプロ
ファイルをみてみよう. 具体的に, 渦（vortex) 型の解を想
定する. 角度 ϕ はつぎのように与えられる：ϕ = tan−1 y

x
かつ

sin θ(∇θ ×∇ϕ) = 1

r

dθ

dr
(r̂ × θ̂)

に注意する（θ̂ は動径方向単位ベクトル r̂に垂直な単位ベ
クトル）. θ が rのみに依存するという Ansatz を設定す

ると, かつ∇θ = dθ
dr r̂ および ∇ϕ = (− sin θ, cos θ), を用い

ると

H =

∫
λ2

n0
[(1+

1

r2
(
dθ

dr
)2+

1

r2
sin2 θ]rdr =

∫ R

0

Ldr (28)

が得られる. 最後に変分方程式 δ
∫ R

0
Ldr = 0 より, θ(r)

に対する非線形微分方程式が導かれる. これの解を求める
には数値的に扱う必要があるが, 詳細は現在遂行中である
[文献 10] .
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