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研究成果の概要（和文）：ミラー対称性と呼ばれる代数学と幾何学の役割を入れ替える対称性のアイデアにより，特異
点に対して代数学・表現論・幾何学に付随した3種類の平坦構造が定義される．カスプ特異点に対して，代数学と幾何
学に付随した平坦構造の同型，つまり古典的ミラー対称性を示した．また，原始形式の周期写像により，代数学と表現
論に付随した平坦構造の同型も与えられた．さらに，ホモロジー的ミラー対称性と組み合わせることで，正多面体群に
対応するオービフォールド射影直線に対するDubrovin予想も示した．

研究成果の概要（英文）：Based on the idea of Mirror Symmetry which interchanges the role of algebra and 
geometry, three kinds of flat structures (Frobenius structures) are associated to algebra, representation 
theory and geometry. For cusp singularities, we show the classical mirror symmetry, an isomorphism of the 
flat structure for algebra and geometry. We also show, by period mappings of the primitive form, an 
isomorphism of the flat structures for algebra and representation theory. Moreover, together with 
Homological Mirror Symmetry, the Dubrovin's conjecture holds for orbifold projective lines associated to 
rational polyhedral groups.

研究分野：数学
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１．研究開始当初の背景 
ミラー対称性とは，リーマン面から多様体
への正則写像の数え上げに対応するＡ模型
と複素多様体の変形理論に対応するＢ模型
という，2 つの位相的弦理論の等価性のこと
である．ミラー対称性は多様体の定性的およ
び定量的な性質に関するさまざまな予想を
与え，これまで個別に研究されてきた数学を
結び付けるので極めて興味深い．これらの
｢物理的対象｣を数学的に定式化して，ミラー
対称性の背後にある｢数学的真理｣を解明す
るのは非常に重要な問題である． 
 
ホモロジー的ミラー対称性予想は，「シン
プレクティック幾何学的対象」と「複素代数
幾何学的対象」の圏論的同値性こそがミラー
対称性の本質，と主張する．ミラー対称性を
解明して古典的諸問題に応用するには，カラ
ビ-ヤウ多様体に限定しない，広い視野から
の研究が必要である． 
 
ミラー対称性研究の重要な基礎，位相的ミ
ラー対をなす 7,555 個のカラビ-ヤウ多様体
の発見は，特異点のミラー対称性に基づきな
された．特異点のミラー対称性の複素幾何学
的側面の研究は， 80 年代中旬の特異点理論
における行列因子化(Matrix Factorization)
の概念と比較的新しい三角圏の解析手法で
ある半直交分解を組み合わせて用いること
で，堀氏・Orlov 氏・研究代表者らにより，
近年急速に進展した． 
 
また，特異点のミラー対称性のシンプレク
ティック幾何学的側面も，Seidel 氏による基
礎的研究がある．Seidel 氏・Efimov 氏・研
究代表者らにより群作用付きのカスプ特異
点の研究が進展し，それとオービフォールド
曲線とのミラー対称性現象が発見された．こ
れらは，カラビ-ヤウ多様体のミラー対称性
を自然に含む，応用の多い豊かな理論に発展
するものと期待された． 
 
これまで，Brieskorn 氏や齋藤恭司氏によ
り特異点の爆発・変形とルート系・リー環と
の対応が研究され，多くのアイデアが育まれ
てきた．研究代表者は群作用付孤立超曲面特
異点の古典的ミラー対称性の研究，とくに原
始形式の理論および平坦構造の研究，を行っ
てきた． 
 
 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，離散群・特異点・ルート
系・リー環・有限次元代数の間にある不思議
な関係を解明するため，とくにカスプ特異点
のミラー対称性に着目し，それぞれ代数学・
表現論・幾何学に付随した 3種類の異なる背
景を持つ三角圏・平坦構造の等価性を検証す
ることである．  

 
３．研究の方法 
上記の研究目的を達成するため，以下の方
法で研究を行った． 
 
 
(1) オービフォールド曲線と群作用付きカ
スプ特異点のミラー対称性予想の解決を目
指す. 
 
(2) カスプ下駄ルート系に対するワイル群
不変式論を構築し，それから平坦構造を導出
する． 

 

(3) カスプ特異点に付随する三角圏の構造
解析，とくに安定性条件の空間の決定を目指
す． 
 
 
これらの内容を効率的に遂行するため，国
内外の関連分野の研究集会に積極的に参加
した． また，関連する国内・海外研究者の
招へいを通じて研究交流を行った．  
 さらに，自らも研究集会を開催し，当該分
野の最新の進展について，参加者がそれぞれ
の研究成果を発表し，活発な議論を行う機会
を設けた． 
 
 
 
４．研究成果 
上記の研究方法により，以下のような研究
成果を得た． 
 
 
(1)  可逆多項式と呼ばれる重み付き斉次
多項式とそれを不変にする対角的有限
アーベル群の組に対する，位相的ミラ
ー対称性予想を証明した．これまで，
いくつかの部分的結果が知られていた
が，ここでのものは完全に解決を行う
だけでなく，対の不変量を導入するこ
とにより内容が豊富になり，なおかつ
証明がかなり容易なものとなっている
のが特徴である． 
 また，原点に孤立特異点を持つ多項
式とそれを不変にする対角的有限アー
ベル群の組に対して，指数（exponent）
という不変量を定義した．これは，（群
が自明である場合の）Steenbrink によ
る古典的定義を自然な拡張したもので
ある．幾何学的考察や群同変な行列因
子化の圏の性質により，指数の集合の
分散がオービフォールドミルナー数や
オービフォールドオイラー標数による
具体的表示を持つことが期待される．
このことを多項式がカスプ多項式およ
び可逆多項式の場合に証明を行った． 
 
 



(2)  「カスプ特異点」と滑らかな射影直線
を粗なモジュライ空間としてもつオービ
フォールド（オービフォールド射影直線）
の古典的ミラー対称性予想の証明を行っ
た. 
 具体的には，「カスプ特異点」に対して
原始形式を決定し，それがもたらす平坦
構造の特徴づけを行った．とくに，この
特徴づけにより逆に平坦構造が一意的に
定まることを証明した．このことにより，
対応するオービフォールド射影直線のグ
ロモフ‐ウィッテン不変量から得られる
平坦構造が同じ特徴づけを持つことを示
すことで，古典的ミラー対称性，つまり
二つの平坦構造の同型を証明した． 
 さらに，原始形式の存在・古典的ミラ
ー対称性・ホモロジー的ミラー対称性を
組み合わせることで，オービフォールド
射影直線に対する Dubrovin 予想も得る
ことができた． 

 
 
(3)  カスプ型のルート系およびワイル群の
詳細な研究を行った．原始形式の周期写
像を考察し交差形式を求めることにより，
カスプ特異点の変形から得られる平坦構
造と拡大アフィンワイル群の不変式論か
ら得られる平坦構造との同型が得られた．  
 また，齋藤恭司による一般化ルート系
の概念を圏論的観点から整備しなおし，
オービフォールド射影直線から，導来圏
を経由して，アフィン型・楕円型・カス
プ型のルート系が系統的に得られること
を示した．さらに，拡大カスプワイル群
および対応する Artin 群の，生成元と関
係式による表示を与えた．結果として，
このカスプ型の Artin 群が，オービフォ
ールド射影直線の余接束の（零切断に台
を持つ）導来圏に作用することが示され
た． 
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