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研究成果の概要（和文）：本研究計画では、アルゴリズム理論と計算量理論の双方に現れる劣加法構造に着目し構造的
性質を探索していくことで、アルゴリズムと計算量という融合的な枠組みの中から計算理論に対する新たな潮流を創成
することを目指して来た。結果として、論理式サイズ下界の証明方法、整数計画問題に対する指数時間厳密解法、そし
て、整数計画法の多面体構造の解析などの研究トピックに対して、統一的な観点から進展を与えることができた。

研究成果の概要（英文）：In this research project, we have aimed at creating a new current in the theory 
of computatoin from harmonized view of algorithms and computational complexity theory by focusing on 
subadditive structures which appear in both of them. Consequently, we have made progress on some research 
topics such as proof methos for formula-size lower bounds, exact exponential algorithms for integer 
programs and analysis of polyhedral structure of integer programs from the harmonized view.

研究分野： 計算の基礎理論
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１．研究開始当初の背景 
 
 アルゴリズム理論における一般的枠組み
として線形計画法と整数計画法がある。線形
計画法の双対定理はよく知られているが、整
数計画法に対する双対定理というものも古
くから研究されてきた。これらの理論による
と、線形計画法に対する双対問題は加法な構
造をしているのに対し、整数計画法に対する
双対問題は劣加法な構造をしている。 
 一方、計算量理論における最も重要な概念
としてあげられるのが計算量クラス P、NP
である。P は計算が容易な問題の集合として
定義され、線形計画問題は P に属することが
知られている。これに対して、整数計画問題
は一般に NP 困難と呼ばれる計算が困難な問
題の代表例でもある。つまり、加法構造は計
算が容易であるが、劣加法構造は一般には計
算が困難であるといった対応づけを知るこ
とができる。 
 以上で述べた加法構造と劣加法構造の対
応関係は、主にアルゴリズム的な側面（線形
計画法と整数計画法）から見たものであった
が、実は近年、計算量理論の中でも論理式サ
イズ下界に関する問題において、その証明の
実現可能性と困難性の狭間が本質的に、この
加法構造と劣加法構造で説明されることが
明らかにされてきた。つまり、既存の論理式
サイズ下界証明の枠組みは、整数計画問題が
計算困難であることと同じ理由により、証明
の限界に打ち当たってしまうと言うことが
できる。 
 我々のこれまでの研究では、この限界の認
識にさきがけて、一般には取扱いが困難な劣
加法構造の中でも、実際的に取り扱うことが
可能な範囲の劣加法構造が存在することを
明らかにしてきた。本研究計画は、これらの
成果をさらに発展させた上で、計算量理論の
みならずアルゴリズム理論に対しても適用
できるような包括的な枠組みの中で理論構
築を行い、そのインパクトを与えることを目
指すものである。 
 論理式サイズ下界証明に関しては、長年に
わたって多くの努力がなされる一方で、未だ
にこれらの問題を解決するための決定的な
方向性すら見つかっていないというのが現
状であり、この限界突破のためには本質的に
新しい技術が求められている。 
 
２．研究の目的 
 
 計算理論は大きく分けて計算の可能性を
明らかにしようとするアルゴリズム理論と
計算の限界を明らかにしようとする計算量
理論に大きく２分される。 
 本研究計画では、この両方に現れる「劣
加法構造」に着目し、その構造的性質を探
索していく。これにより、算法と計算量と
いう統合的な枠組みの中で計算理論に対す
る新たな潮流を創成することを目指す。 

 具体的には、論理式サイズ下界の証明方
法や整数計画問題の双対問題に対する解法
などへの統一的な新展開を目指す。 
 これまで培ってきた線形計画法の理論を
利用した論理式サイズ下界の証明方法の改
良を研究の主軸としながら、多方面の領域へ
展開し、最終的に包括的な視点を与えること
を目指す。劣加法構造の探索の可能性と限界
について理論的に解明していく。 
 具体的には、本研究で既に開発している論
理式サイズの強力な下界となりうる線形計
画定式化に対して、計算機実験を援用しなが
ら理論解析を行い、下界の改良を目指す。 
 これらの解析を通じて得たアイデアなど
を線形計画法や整数計画法などのアルゴリ
ズム理論へとも還元していき、最終的に計算
理論全般へと通用する包括的な理論的枠組
みの構築を行う。 
 
３．研究の方法 
 
 劣加法性とは、ある構造の集合Sに対して、
そこから実数への写像μ:X→Rを考える。x+y
といた２項演算子が構造に対して定まると
する。このとき、劣加法性とは、任意の x,y
∈Sに対して 
  μ(x) + μ(y) ≧ μ(x + y) 
となるような性質のことを言う。この不等式
が、以下のように等式で成り立つならば 
  μ(x) + μ(y) =  μ(x+y) 
この性質のことを加法性と呼ぶ。 
 Karchmer, Kushilevitz and Nisan は、線
形計画理論における線形緩和・双対定理を利
用し、論理式サイズ下界を与える LP Bound
と呼ばれる手法を導入した。彼らの証明手法
では、論理式サイズの下界を、ある特定の整
数計画問題の最適解として定式化し、その LP
緩和の双対問題に対する実行可能界を与え
ることで、下界値を与える。この手法は、加
法な構造と捉えることができる。 
 一方で、研究代表者の近年の研究において、
この Karchmer らの手法を拡張し、いくつか
の論理関数に対してその論理式サイズ下界
を改良することに成功してきた。これらの研
究で与えてきた線形計画法の定式化は劣加
法な構造を有しており、原理的には任意の論
理関数に対してその最適な下界を証明する
潜在能力を秘めたものである。これらの成果
に関しては、計算量理論の研究者だけでなく、
アルゴリズム理論の研究者からもその定式
化の持つ特性に関して評価を受けている。 
 本研究計画では、この線形計画法への解空
間を探索することを目的とし、そのための方
法としては、紙の上での数学的論証から解空
間を探索し、目的関数値を押し上げることに
より、下界値を漸近的に改良していく。この
ために計算機を援用した実験および結果の
解析も実行していき、理論解析の足掛りとす
る。さらに、エントロピー理論や測度論など
の理論的枠組みを調査し、応用可能な道具を



見出す。最終的に、線形計画法や整数計画法
などのアルゴリズム理論を含めた包括的な
理論的枠組みを構築し、計算理論の新展開を
導き出すことを目指す。 
 
４．研究成果 
 
 本研究計画では、アルゴリズム理論と計算
量理論の双方に現れる劣加法構造に着目し
構造的性質を探索していくことで、アルゴリ
ズムと計算量という融合的な枠組みの中か
ら計算理論に対する新たな潮流を創成する
ことを目指してきた。 
 これまで培ってきた線形計画法の理論を
利用した論理式サイズ下界の証明方法の洗
練を研究の主軸としながら、多方面の領域へ
展開し、最終的に包括的な視点を与えること
を目指すことで、主として以下に述べるよう
な研究成果を得る事ができた。 
 一般に NP 困難な問題に対しては，P≠NP の
仮定のもと，多項式時間アルゴリズムを与え
ることはできない。全探索により入力サイズ
n に対して O(2n)時間で動く指数時間アルゴ
リズムを与えることができる。一方で、上手
い工夫を施すことで全探索よりも高速に動
く限界突破型アルゴリズムを与えられる問
題例の存在が知られている。 
 本研究では，多くの NP 困難な問題を特殊
例として内包する整数計画問題（等式制約型、
0-1 変数）に関して研究を行い、全数探索よ
りも二次的に高速で動く O(2n/2)時間・O(2n/4)
領域のアルゴリズムを設計することができ
た。そして、そのプログラムを実装し、計算
機実験を行ってきた。 
 現代の整数計画法ソルバーでは100変数程
度の問題は簡単に解くことができるが、これ
は問題自体に内在する良い数理構造を利用
しているからであり、最悪の場合 
 2 の 100 乗 = 
  1267650600228229401496703205376 
の解を探索する必要がある。提案手法では、
例えどんな悪い入力を与えられたとしても
このような膨大な個数の解空間を平方根程
度以内の処理個数 
 2 の 50 乗  = 112589990684262 
で計算可能である。さらに、領域計算量に関
しては、 
 2 の 25 乗  = 33554432 
程度のオーダーで、抑えられることが分かっ
ている。つまり、提案手法は数理的に良い構
造を持たない性質の悪い問題に対しても、安
定した解法を提供ができるといった利点が
ある。 
 汎用的な解法として重要である整数計画
法に対しては、これまでに多くの技術的な改
良が施されてきた一方で、最悪時間計算量に
関する理論保障は与えた研究は非常に少な
い。本研究は、一般的な問題設定において、
最悪時間・空間の計算量の上界を与えること
に成功した独創的なものである。 

 技術的には、Impagliazzo らにより研究さ
れてきた特定の回路計算量（段数を制限した
閾値回路）に対する限界を証明するための技
法を応用したものである。３０年以上前に開
発されてきた手法に対して、計算量理論にお
いて提唱された概念を組み合わせることで
一般化に成功した研究内容である。これは、
近年の当該分野のトレンドであるアルゴリ
ズム理論と計算量理論の相生的な技術発展
を実現した特色のあるものである。 
 整数計画法は、応用事例として数多くの組
合せ最適化問題を含む重要な問題であるこ
とは周知の事実である。したがって、本質的
に計算が困難な問題への応用が期待される
など、予想される意義は計り知れない。整数
計画法に対する既存の手法（分枝限定法）な
どとも組み合わせることが可能であるため
提案手法の応用の可能性は拡げていくこと
ができると期待できる。今後の課題として，
理論的な深化とともに開発したアルゴリズ
ムの実用的な有用性を示すことが重要であ
る。 
 また、計算理論に現れる劣加法性という観
点から、これまでの研究および関連研究を総
括し、学会においてチュートリアル講演を行
うとともに、サーベイ論文として論文を執筆
し Interdisciplinary Information Sciences
に掲載予定となっている。この論文では、論
理式サイズ下界の証明方法や整数計画問題
の双対問題に対する解法などへの統一的な
新展開を与えることができた。 
 総じて、劣加法構造の探索の可能性と限界
について理論的に解明していくことができ
た。 
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