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研究成果の概要（和文）：本研究では、異なる多値論理の間でストーン型双対性が保存されるための条件を明らかにす
ることを目的とした。成果として、半束の圏と完備束の圏の間の随伴から、T代数上の半束の圏とT代数上の完備束の圏
の間の随伴を与える構成を与えた。また、積の単位元を恒等関係で表現でき、順序を包含関係で表現できるような、ク
ウォンテールの関係表現定理を示した。その類似例として、完備べき等左半環を二項多重関係で表現する表現定理も示
した。最後に、多重関係と多値関係の一般化として、多値多重関係という概念を定義した。

研究成果の概要（英文）：Our goal is to give the sufficient condition for preservation of Stone-type 
dualities among different multi-valued logics. As a result, we gave the construction of the adjunction 
between the category of join semilattices over T-algebras and the category of complete join semilattices 
over T-algebras, by using the adjunction between the category of join semilattices and the category of 
complete join semilattices. We proved the relational representation theorem of quantales whose order and 
monoid structure are respectively given by inclusion and relational composition and the identity 
relation. As a similar example, we provided the multirelational representation theorem of complete 
idempotent left semirings. Finally, we defined the notion of multi-valued multirelations as a 
generalization of multirelations and multi-valued relations.

研究分野： 情報科学
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１．研究開始当初の背景 
 
数理論理学では、人間の推論を形式化した

ものを論理と呼ぶ。論理を与える際に求めら
れることは、真であると推論できる命題が必
ず意味的にも正しいこと（健全性）であるが、
それに加えて、意味的に正しい命題をすべて
証明できること（完全性）については満たす
論理とそうでない論理がある。例えば命題論
理は健全性と完全性を両方満たす。その完全
性の証明の鍵となるのは、異なる論理式を異
なる部分空間に対応させるための、十分多く
の数の点を持つ空間が存在するという事実
（ストーンの表現定理）である。 
さらに、ストーンの表現定理を出発点とし

て、命題論理と空間の間の深い関係が明らか
になっている。命題論理と同様の規則を満た
す代数系（ブール代数と呼ばれる）と、スト
ーン位相という位相構造の入っている空間
は、完全に一対一に対応することが証明され
ている。つまり、ストーン位相の入っている
どんな空間に関する命題も、その空間の点に
直接言及することなく推論が可能になり、逆
に、命題論理と同様の構造を持つどんな代数
系も、空間として具体的に捉えることが可能
になる。このような空間と代数系の間の一対
一対応は、空間を理解するにも代数系を理解
するにも有効な性質である。同様の性質はさ
まざまな空間と代数系に対して見つかって
おり、それらはストーン型双対性と呼ばれて
いる。 
 
２．研究の目的 
 
ストーン型双対性を証明するためには、代

数に対応する点や空間を具体的に与える必
要がある。そのため、さまざまな代数系や空
間に対して、その間にストーン型双対性が成
り立つかどうかを証明するには発見的な難
しさがある。そこで最近の研究は、論理を拡
張した場合に、元のストーン型双対性から拡
張後のストーン型双対性を構成できるかど
うかに関するものが多い。その方向には大き
く分けて以下の二つがある。 
 
（１）論理の多値化 
 
上で挙げた命題論理や命題様相論理では、

扱える真偽値は「真」「偽」の２値だけであ
るが、論理学の分野ではいろいろな真偽値を
扱うための研究が進められている。例えば、
「真」「偽」「矛盾」「未確定」の４値、「0」
「0.5」「1」の３値、0 から 1 までの任意の
実数を真偽値とするファジー論理などであ
る。丸山は、２値論理をどのように多値論理
化する場合にストーン型双対性の存在が保

たれるのかを明らかにした。例えば、有限分
配束を真偽値に用いて多値化した場合にス
トーン型双対性が保たれることが明らかに
なった。 
 
（２）論理記号の追加 
 
Kurz らは、モナド（monad）と呼ばれる概

念を用いて、どのように論理記号を追加する
場合にストーン型双対性の存在が保たれる
のかを明らかにした。例えば、命題論理に「～
であることが必然的」などと解釈できる様相
記号を付け加えた論理は命題様相論理と呼
ばれ、これと同様の規則を満たす代数系は様
相代数と呼ばれている。一方、ストーン位相
空間を拡張した空間として叙述的一般フレ
ームが知られている。Kurz らの理論により、
ブール代数の圏とストーン位相空間の圏の
間のストーン型双対性を基にして、様相代数
の圏と叙述的一般フレームの圏の間のスト
ーン型双対性を証明できることが明らかに
なった。 

しかし、４値から３値への置き換えなど、
異なる多値論理の間でストーン型双対性が
保たれるかどうかの研究はほとんど行われ
ていない。そこで本研究では、異なる多値論
理の間でストーン型双対性が保存されるた
めの条件を明らかにする。 

 
３．研究の方法 
 
以下の手順で研究を行う。 

 
（１）既知のストーン型双対性の調査 
 
すでに知られているさまざまなストーン

型双対性の文献調査等を行う。特に様相論理
にかかわる複数の代数と複数のフレームに
ついて関係を明らかにする。 
 
（２）一つの随伴から別の随伴を導く構成の
一般化 
 

一つのストーン型双対性から別のストー
ン型双対性を導く構成を与えるという最終
目的の前段階として、一つの随伴から別の随
伴を導く構成を明らかにする。そもそも双対
性は、以下の 3種類の関係のうち最も強い関
係として整理できる。 

①忠実左随伴を持つ双対随伴 
②充満忠実左随伴を持つ双対随伴 
③充満忠実左随伴と充満忠実右随伴を 
持つ双対随伴（すなわち双対性） 

このうち双対性が得られず①や②しか構成
できないような圏もありうるが、それでも結
果はある程度有効である。例えば、２値命題
論理の完全性を示すには、忠実左随伴を持つ
双対随伴だけあれば十分である。 



上記の考察に基づき、まずは一つの随伴か
ら別の随伴を導く構成を明らかにする。その
際、構成を一般化するために、モナド間の分
配則の利用を試みる。 
 
（３）表現定理の証明 
 
前節で記した「①忠実左随伴を持つ双対随

伴」の例の中には、表現定理と呼ばれるもの
もある。これは、忠実左随伴を持つ双対随伴
さえあれば、代数という抽象的な規則でしか
ない体系の任意の例を、なんらかの空間で具
体的に表現することができることを意味す
るからである。 
したがって、ストーン型双対性の新しい構

成を見つけるためには、新しい表現定理を見
つけることが必須である。 
 
（４）多重関係と多値関係の融合 
 
 本研究では、論理として複数の多値論理な
どを比較することを目的としている。一方、
空間の側においては、多値に似た概念として
多重という概念がある。様相論理の標準的な
モデルは二値関係（2-valued relation）だ
が、その発展形としてはクウォンテールを基
にした多値関係（multi-valued relation）
と多重関係（2-valued multirelation）の二
通りがあるのである。したがってこれらの共
存を許す一般的な体系を考えるとしたら、多
値多重関係（multi-valued multirelation）
とも呼ぶべき包含的な概念を新たに構築す
る必要がある。 
 
（５）多様なストーン型双対性の一般的構成 
 
上記の（１）から（４）を踏まえて、多値

関係や多重関係を含む様々なストーン型双
対性を一般的に構成する方法を定式化する。 
 
４．研究成果 
 
 前節の（１）から（５）の項目に沿って成
果を報告する。 
 
（１）既知のストーン型双対性の調査 
 
「２．研究の目的」の（２）で述べたとお

り、ブール代数の圏とストーン位相空間の圏
の間のストーン型双対性を基にして、様相代
数の圏と叙述的一般フレームの圏の間のス
トーン型双対性を証明できることがすでに
知られている。 
 一方、様相論理の典型的な意味論はクリプ
キフレームで与えられるが、これは上記の叙
述的一般フレームとは微妙に異なる概念で
ある。このクリプキフレームの圏との間で双
対性を持つのは、完備分配様相代数の圏だと
いうことが知られていることが分かった。ま
た、完備分配様相代数とブール代数の間には、

完備アトミック様相代数と完備アトミック
ブール代数という代数があるが、後者は集合
の圏との間に双対性があることが知られて
いる。前者の完備アトミック様相代数は、完
備アトミックブール代数と様相代数のプル
バックであるから、双対性を持つ相手は集合
と叙述的一般フレームのプルバックという
ことになる。 
 
（２）一つの随伴から別の随伴を導く構成の
一般化 
 
半束の圏と完備束の圏の間の随伴はイデ

アル完備化と呼ばれる構成で得られること
が知られている。一方、イデアル完備化によ
く似た構成は他にも知られており、べき等半
環の圏とクウォンテールの圏の間の随伴や、
*-連続クリーニ代数の圏と閉半環の圏の間
の随伴などが知られている。本研究では、半
束の圏と完備束の圏の間の随伴から、べき等
半環の圏とクウォンテールの圏の間の随伴
を構成する手法を定式化した。さらにそれを
一般化し、T 代数上の半束の圏と T 代数上の
完備束の圏の間の随伴を与える構成も与え
た。この一般的構成の例として、*-連続クリ
ーニ代数の圏と閉半環の圏の間の随伴が含
まれるかどうかは不明である。 
 
（３）表現定理の証明 
 
 前述のクリプキフレームや叙述的一般フ
レームは、二項関係の発展形である。その二
項関係に深くかかわる新しい表現定理とし
て、積の単位元を恒等関係で表現でき、順序
を包含関係で表現できるような、クウォンテ
ールの関係表現定理を示した。また、その類
似例として、完備べき等左半環を二項多重関
係で表現する表現定理も示した。 
 
（４）多重関係と多値関係の融合 
 
多重関係と、クウォンテールを基にした多

値関係の共存を許す一般的な概念として、多
値多重関係という概念を定義した。これは継
続モナドのクライスリ射と言い換えること
もできる。多値多重関係の例には、通常の二
項関係、多値関係、多重関係の他に、多重関
係の特定のクラス（たとえば上に閉じた多重
関係のクラス、など）も含まれる。 
これにより多様な論理の間の比較をする

基盤を構築できたと言える。 
 
「（５）多様なストーン型双対性の一般的構
成」については成果はまだ得られていないが、 
（１）から（４）の成果を統合しつつ引き続
き取り組んでいくこととする。 
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