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研究成果の概要（和文）：非線形半正定値計画問題は、変数行列の固有値に関する制約を課した数理最適化問題であり
、金融工学や不確実なデータなどを扱う最適化などに利用できる。
本研究では、上下限制約付き非線形半正定値計画問題に対して、現在の反復点と半正定値行列のなす錐の境界までの間
の距離情報を探索方向に取り込むことにより、効率的に求解する反復計算手法を提案した。
数値実験を通して、本研究の提案手法は３次以上の項を含むような非線形関数に対して実行可能方向法より短時間での
求解を達成しており、錐の境界までの情報の有効性が示された。

研究成果の概要（英文）：Nonlinear semidefinite programs are optimization problems with a constraint on 
the eigenvalues of a variable matrix, and the range of applications includes optimization with 
uncertainty and financial engineering.
We propose an iterative method for box-constrained nonlinear semidefinite programs using the distance 
information from the current point to the boundary of a positive semidefinite cone.
We verified through numerical tests that the proposed method is more effective for box-constrained 
problems that have strongly nonlinear functions than a feasible direction method.

研究分野： 応用数学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
非線形半正定値計画問題（Nonlinear 

semidefinite programs, 以 下  Nonlinear 
SDP）とは、制約に行列の半正定値条件を含
み、目的関数が非線形関数となる数理最適化
問題である。一般には、以下の形式で表現さ
れる。 
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ここで変数はベクトル mRx と n 次元対
称行列 X であり、入力は関数 RRf m :
とn 次元対称行列 mAAAC ,,,, 21  である。
また、 OX は行列 X に関する半正定値条件
（ X のすべての固有値が非負という条件）で
あり、この制約が Nonlinear SDP を特徴づ
けている。 
 Nonlinear SDP は統計や金融などにも利
用されており、近年では不確実性を伴う最適
化 な どへの 活 用も議 論 されて い る 。
Nonlinear SDP を求解するための計算手法
としては、内点法をベースとした手法やペナ
ルティ関数・バリア関数を用いる手法などが
提案されてきた。 

Nonlinear SDP の実行可能領域のうち半
正定値制約 OX の形状を図示すると、図１
のように錐の形状をなす。 

  
Nonlinear SDP の数学的性質としては、

錐の境界に最適解が存在する場合が多いこ
とが知られている。しかしながら、既存の内
点法をそのまま手法を適用すると、この錐の
境界条件を十分に捉えることが困難であり、
錐の境界を考慮に入れた  Nonlinear SDP 
への数学的解法が必要とされている。 
  
２．研究の目的 
 
本研究では、錐の境界を考慮した数学的解

法の構築を考察する。このため、上下限制約
付き非線形最適化問題 
 

)12(..)(min  　　　　　　 uxltsxf  
 
に対して Coleman and Li が 1996 年に提案
した信頼領域法 (以下 CL1996) の手法をベ
ースとすることとした。なお、この上下限制
約付き制約問題(2-1)において、変数ベクトル
は nRx であり、 uxl  は変数ごとの上
下限制約 iii uxl  を示している。変数同

士は独立しており、行列の半正定値条件より
も簡単な問題となっている。 
信頼領域法は反復計算の一種であり、k 回

目の反復点 kx から探索方向 kd を計算し、
kkk dxx 1 として次の反復点への移動

を、最適解に収束するまで繰り返す計算であ
る。CL1996 の特徴としては、探索方向 kd を
計算する過程で現在の反復点 kx における境
界までの距離情報を取り込んでいる点が挙
げられ、制約付き最適化問題に対する基本的
なアプローチとして利用されている。 
 本研究の主な目的は、錐の境界への距離情
報を取り込むことで、以下の上下限付き非線
形 半 正 定 値 計 画 問 題  (box-constrained 
nonlinear semidefinite programs, 
以下 box-constrained SDPs) 
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への効率的な計算手法を構築することであ
る。ここで変数は対称行列 X であり、「固有
値が 0 から 1 の範囲」という上下限制約が付
加されている。 
この box-constrained SDP は、一般の非線

形半正定値計画問題の特殊系とみなせるが、
入力データの不確実性を数学的に記述でき
るなどの性質を保有しており、また、他の手
法 の 子 問 題 な ど に も 表 れ る た め 、
box-constrained SDP に対する計算手法は
様々に活用できる。 
また、本研究で構築した計算手法について、

ソフトウェアによる実装を行う。実装したソ
フトウェアはフリーソフトウェアとして公
開し、広く活用できるようにする。 
 
３．研究の方法 
 
本研究では、box-constrained SDP に対す

る計算手法の構築を信頼領域法に近い枠組
みを利用して行うこととした。通常の信頼領
域法では、３つの要素、（１）探索方向、（２）
２次近似関数、（３）信頼半径の更新、が重
要な構成要素である。本研究のアプローチに
おいても、この３つの点を考慮した。 
 
（１）探索方向 
 変数がベクトルである問題(2-1)に対して
通常の信頼領域法では、反復点 kx における
探索方向 kd を計算するために 
 

)13(||||..)(min  　　　　　 kkkk dtsdg  
 
となるような補助問題を解く。ここで、 kg は
(2-1)の目的関数 f の kx における２次近似
関数であり、 
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のように１階の微分情報である勾配 f と２
階の微分情報であるヘッセ行列 f2 を用い

図１：行列半正定値制約のなす形状 
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図２：２次近似関数の概念図 
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て構成される。また、 k は信頼半径と呼ば
れ、近似関数 )(dg k が )( dxf k  を精度高
く近似できる範囲を表している。 
 しかしながら、今回の box-constrained 
SDP (2-2) に対して、同様の補助問題を解
くことは計算コストの観点から困難である。
実際に、行列 X の次元をn とすると、対称行
列であることから独立した変数は

2
)1( nn 個

存在し、ヘッセ行列は 2

2
)1(






 nn 個の要素を保

持する必要がある。例えば、 500n のよう
なサイズであっても、14GB のメモリ空間を
必要とし、 2000n などのサイズを通常の
PC で解くことは不可能である。 
 そこで、本研究では、探索方向の計算に補
助問題を解くのではなく、探索方向をまず求
めてから、信頼半径に入る長さに調整するア
プローチをとった。これにより、 5000n な
ども扱うことを可能とした。 
 本研究での探索方向としては、現在の反復
点 kX について、 
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と与えることとした。ここで表記としては、
ま ず ,P は )( kXf の 固 有 値 分 解

Tk PPXf  )( を満たす行列とする。また、
固有値の行列を、固有値の符号によりを

 と  にわけ、それぞれに対応する固有ベ
クトルを列ベクトルとして構成される行列
を  PP , とする。さらに行列  VV , を

  PXPV kT ,   PXIPV kT )( によ
り定義する。また、 は 2||)(|| kXf と
して定義される。 

 これらの定義のうち、  VV , はそれぞれ
kX から錐形状の制約 OX , OXI  まで

どれだけ距離があるかを示している。この２

つの行列を介して、(3-2)の探索方向 kD は錐
の境界に関する距離情報を取り込んでおり、
CL1996 の性質に則した探索方向として設計
できている。 
 また、一般に固有値に重複があるとき、固
有ベクトルは連続関数とは限らない。この性

質を考慮せずに設計した探索方向 D̂ を用い

てしまうと、ステップ長 k により次の反復

点を DXX kkk ˆ1  としようとしても、

IXO k  1 とするためには、 0k となり

反復点が更新されず最適解に到達できない
という問題が起こりうる。 

 今回提案した探索方向 kD では、(3-2)式に

表れる の性質を利用すると、ある 0max 
が存在し、 max0   となる について

IDXO kk   を満足することが保証さ

れ、上記のような問題点を回避できる。 

（２）２次近似関数 
 通常の信頼領域法の補助問題(3-1)に対し
て、本研究の計算手法では以下のような補助
問題を用いる。 
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ここで２次近似関数は 

　kkkkkkk DXfDDXfXfg |)(|
2

|)()()( 2
2

2 



 
と設計した。この２次近似関数を図示したの
が図２である。 

本研究のアプローチでは探索方向を計算
してから補助問題を計算しているため、ヘッ

セ行列 )(2 Xf の全要素のメモリ上への保

持 は 不 要 と な っ て い る 。 例 え ば 、

 XXXf |log)( 　　 という目的関数であれ

ば２階の微分に関する情報は 
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と与えられ、１反復あたりの計算コストの面
でもヘッセ行列の逆行列計算などを回避で
きる点が有利となる。 
 
（３）信頼半径の更新 
信頼半径 k については、元の目的関数

)(Xf と２次近似関数 )(kg の乖離が小さ
ければ近似の精度が高いと判断して拡大を
する。より具体的には、(3-3) の補助問題で
求めたステップ長を k としたとき、近似の
精度を 
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により信頼半径を 1k に更新する。ただし、

2121 ,,,  は 10 21   , 
21 10  

を満たすパラメータである。 
この信頼領域の調整の枠組みにより、２次

近似関数の近似精度が高い反復では、より大
きなステップ長 k を利用可能なことが保証
され、全体の反復回数を押さえる効果がある。 



 以上に記したように、本研究で構築した計
算手法をまとめると、現在の反復点 kX から、
まず探索方向 kD を計算し、補助問題により
ステップ長 k を求める。これらの情報から
信頼半径 k を更新する。この計算を一次の
最適性条件に十分に近づくまで反復を行う。 
 
４．研究成果 
 
（１）提案した計算手法の理論的性質の解明 
 
理論的性質の解明として、本研究では一次

の最適性条件への大域的収束性を証明した。 
対称行列 *X の box-constrained SDP に対

する一次の最適性条件を満たすことの定義
は、 

IXOforXXXf 　　0|*)( *   

である。この定義は、関数 

 　　 IXOXXXfXf :ˆ|)ˆ(min)ˆ(   

を定義したときに、 *X が 
0)( * Xf  

を満たすこととしても表現できる。 
 本研究では、提案した計算手法で生成され
る点列 kX により 

　0)(lim 
k

k Xf  

が成立することを証明し、これにより一次の
最適性条件に収束することを示した。 
 この証明の過程では、固有ベクトルから構

成される行列  PP , が行列 X の連続関数と

限らないために、通常の信頼領域法の証明方
法をそのまま利用することは困難であった。
本研究では、まず、上記の条件との同値条件
を導出し、  V| と  V| で表現できる

ことを示した。さらに、 )(Xf の下限も

 V| および
 V| で評価できることを

利用し、  V| と  V| の取り得る範囲

を示すことで  PP , が連続関数とならない

という難点を回避している。 
これら証明の過程で得た数学的性質は、錐

の境界を考慮するアルゴリズムを更に発展
させる場合にも、適用できると考えられる。 
 
（２）数値実験結果 
 
 本研究で設計した提案手法の有効性を確
認するために、計算時間により他の手法と比
較したのが以下の表１である。比較対象とし
ては同じく box-constrained SDP (2-2) に
対して Xu らによって提案された実行可能
方向法(FD)、および PENLAB に実装された
Penalty/Barrier Method (PBM)とした。また、
数値実験で使用した関数は以下の3タイプで
ある。 
タイプ１： XXXCXf ||2)(   

タイプ２：
3

3|
)(

n

XX
Xf   

タイプ３： 
))1det((log)det(log|)( XIIXXCXf    

ここで、パラメータとしてC は乱数で発生し
た対称行列、 02.0 とした。数値実験に用い
た環境は、CPU が AMD Opteron 4386 (3.1GHz), 
メモリが 128GB である。なお、表１における
OOM は Out of Memory (メモリ不足)を示して
いる。 
 

表１：計算時間による性能評価 
タイプ１ 提案手法 FD PBM 

n =  100 0.30 秒 0.04 秒 323.70 秒 

n = 5000 3497 秒 1112 秒 OOM 

タイプ２ 提案手法 FD PBM 

n =  100 0.11 秒 0.05 秒 10210 秒 

n = 5000 367.7 秒 625.7 秒 OOM 

タイプ３ 提案手法 FD PBM 

n =  100 0.11 秒 0.30 秒 3247 秒 

n = 5000 1708.11 秒 4931.70 秒 OOM 

 
 表１の結果より、提案手法と実行可能方向
法は Penalty/Barrier Method よりも短い計
算時間で計算しており、メモリ使用量も抑え
ら れ て い る こ と が 見 て 取 れ る 。
Penalty/Barrier Method では、２階の微分情
報であるヘッセ行列 )(2 Xf をすべて保持し
ているだけでなく、計算過程で )(2 Xf の逆行
列も利用しており、大規模な問題に適してい
ない。提案手法では、 )(2 Xf の情報を

DXfD |)(| 2 という２次形式でのみ利用
するため、より少ない計算コストで計算可能
である。 
 また、表１ではタイプ１の関数については
実行可能方向法が提案手法よりも有効であ
るが、より高次の項を含むタイプ２，３につ
いては提案手法が短い計算時間で計算して
いる。提案手法では、錐の境界への距離を探
索方向 kD に  VV , を介して取り込んでいる。
この結果、提案手法では少ない反復回数で一
次の最適性条件を満たすことが可能であり、
錐の境界を考慮した計算手法の有効性が示
唆されている。 
 本研究では１次の最適性条件について証
明を与えたが、理論的な発展としては２次の
最適性条件についての議論も考えられる。た
だし、Nonlinear SDP に対する２次の最適性
条件はヘッセ行列 )(2 Xf に追加項を加え
る必要があり、これまでの本研究の仮定より
も強い仮定が必要と推測される。 
 
（３）ソフトウェアの公開および学術雑誌へ
の投稿 
 
 本研究で設計した計算手法はソフトウェア
として実装し、これをフリーソフトとしてホ



ームページ上で公開を行った。これにより、
本研究の計算手法を他の研究などにも活用
可能である。 
 また、一次の最適性条件への収束などの理
論的解析については、数値実験結果と合わせ
て論文としてまとめて、学術雑誌への投稿を
行った。 
 
(4) SDP に関する研究の発展 
 Nonlinear SDP には、行列多項式や l_1 ノ
ルムなどを目的関数に用いる場合も含まれ
ている。このような問題に対するアルゴリズ
ムについて発表を行った。 
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