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研究成果の概要（和文）：本研究では、投資資産が膨大となるような高次元設定の下で（1）『分散共分散行列
の逆行列に対する漸近不偏な推定量を用いた最適ポートフォリオ推定量』および（2）『ポートフォリオ比率に
対する縮小推定量を用いた最適ポートフォリオ推定量』の２つの推定量を提案した。まず、これらの推定量の理
論的、数値的正当性を確認すると同時に、日本の株価データ（200銘柄）を用いて既存のポートフォリオとのパ
フォーマンスを（シャープ比や効用関数を用いた指標により）比較し、提案手法の優位性があることを確認し
た。

研究成果の概要（英文）：In this research, we propose two types of optimal portfolio estimators when 
an investor aims to invest a huge number of assets. Suppose that high dimensional data with respect 
to the past asset return is available. Then we propose (1)Optimal portfolio estimator by using an 
unbiased estimator for the inverse of the covariance matrix,  (2)Shrinkage type estimator for the 
plug-in portfolio weights estimator. First, we derive the theoretical properties and confirm 
numerical validity of these estimators.  Then, we compare the performance (in terms of the sharp 
ration and the utility function) with existing portfolios based on the Japanese stock price data 
(200 issues) and realized the superiority of the proposed method.     
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１．研究開始当初の背景 
近年、情報化の進展に伴い、得られるデ
ータの次元 pが標本サイズ nに比べて同等
またはより大きい場合が見受けられる。本
研究では、このような高次元データに対す
るポートフォリオ選択問題を扱う。 

Markowitz によって提案された平均分
散最適ポートフォリオ理論では、資産から
得られる期待収益率と期待通りに収益が得
られるかどうか投資の危険度を示すリスク
のトレードオフ関係が分析される。この理
論では、投資資産の収益率を確率ベクトル
として考え、その平均ベクトルと分散共分
散行列の逆行列の関数で目的関数を定義し、
その目的関数を最大にするような分配比率
から最適ポートフォリオが導出される。 
実際には、上記の平均ベクトルと分散共
分散行列の逆行列は株価データから推定す
る必要があり、上述した高次元データを扱
う場合には具体的に次のような問題点が指
摘されている。 
（1）平均ベクトルおよび分散共分散行列
に対する最も自然かつ古典的な推定量とし
て、標本平均ベクトルおよび標本分散共分
散行列がある。高次元データから標本分散
共分散行列を構成した場合、その逆行列が
漸近的に不偏性を持たなかったり、p > n 
の場合では逆行列が存在しないことがある。 
（2）もう一つの手法として、収益率の確
率ベクトルに分散に関する構造を導入する
ことで次元圧縮する方法が提案されている。
CAPM(Capital Asset Pricing Model)や
APT(Asset Pricing Theory)を背景とした
ファクターモデルは、ポートフォリオを構
成する資産をファクターと呼ばれる種々の
経済指標（日経平均や GDP 成長率など）
で回帰するモデルであり、資産数（p）を
より少ないファクター数（k）で説明する
ことにより逆行列の問題を回避できること
が知られている。しかし、モデルの妥当性、
ファクターの選択方法など実用に関しては
幾つかの問題がある。 
 
２．研究の目的 
まず、本研究において、サンプルサイズ
を n、資産数を pとしたとき 

n→∞, p→∞,p/n→c0∈（0,1） 
が成り立つと仮定する（以下、この仮定が
成立する状況を``高次元漸近理論の枠組
み”と書くこととする。）。この仮定は本研究
課題である高次元データを反映したもので
ある。藤越（2011）によると、c0>1であっ
たり、p>>n のような高次元小標本と呼ば
れるデータの解析についての研究も近年で
はされているが、本研究では次元およびサ
ンプルサイズが発散するが、p<nという状
況は保っていると仮定する。その下で上記
の 2つの問題への対応を考える。 
（1）の問題点に着目し、推定量の改良を
考える。Fujikoshi et al. (2010) などによ

ると、高次元漸近理論の枠組みの下では、
従来の標本分散共分散行列の逆行列が漸近
不偏となることが知られている。これは、
p 固定の下で n→∞とする大標本漸近理論
では漸近的に無視されていた p/nの項が無
視できなくなるためであり、この点を考慮
した新たな推定量を提案し、理論的正当性
を確認する。 
また、（2）の問題点に対する対応も同時
に考える。高次元ファクターモデルについ
ての研究は、比較的古くから行われており、
先行文献の調査および実務的に活用可能か
どうかを調べる。 
最終的には、本研究課題で提案する最適
ポートフォリオの理論的結果をシミュレー
ションで検証すると共に、実データを用い
て既存のポートフォリオとのパフォーマン
スの比較を行う。これにより、投資資産が
膨大となるような高次元設定の下で、提案
手法が一定の優位性を持つことを理論的・
実務的に実証することが出来ると期待され
る。上記の研究を通じて、近年におけるポ
ートフォリオ選択問題による理論と実務の
ギャップを解消することが本研究の目的で
ある。 
 
３．研究の方法 
具体的には次の手順で研究を進めた。 
（1）先行研究の調査：高次元漸近理論の
枠組みにおけるポートフォリオ選択問題に
関する先行文献の調査を行った。特に、 
① ランダム行列理論を用いた研究（Bai et 

al., 2009 など） 
② 縮小推定量を用いた研究（Ledoit and 

Wolf, 2003 など） 
③ ファクターモデルを仮定した研究（Ao 

et al., 2015など） 
について、現時点で判明している結果を調
査し、現実とのギャップは存在しないか？
新たな研究の余地は無いか？を調査した。 
（2）推定量の提案：次に（1）を受けて、
新たな推定量の提案を考えた。具体的には、 
① 漸近不偏性を持つ分散共分散の逆行列
の推定量を用いたポートフォリオ推定
量の提案 
② ポートフォリオ比率の推定量に関する
縮小タイプの推定量 
を提案した。 
（3）理論の構築：（2）で提案した推定量
についての漸近的性質として、漸近不偏性、
一致性、漸近正規性などの導出を試みた。 
（4）数値実験：（2）で提案した推定量に
ついて、（3）で試みた結果を確認するため
のシミュレーションを行った。また、（2）
で提案した推定量が実務的に利用可能であ
るか？また、（1）で調査する過去提案され
た推定量に対して提案推定量が優位性を持
っているか？を調べるために、実データを
用いた解析を行った。 
 



４．研究成果 
（1）先行研究の調査について： 
① Bai et al. (2009)は、確率論で発展して
きたランダム行列理論を用て、高次元
漸近理論の枠組みでの最適ポートフォ
リオの推定問題を議論している。また、
Karoui(2010)は、資産の収益率が楕円
型分布族に従う場合の漸近的性質の導
出を、ランダム行列理論を用いないで
行っている。Bodnar et al.(2014)は、
p/n→c0∈（0,1）の場合だけでなく、c0>1
の場合であっても、一般化逆行列を用
いれば、一致推定量が導出できること
を示した。 
② James and Stein によって提案された
縮小推定量は、平均二乗誤差(MSE)を
減少させる推定量として広く知られて
いる。Jorion(1986)は、ポートフォリ
オ比率の推定量における標本平均の部
分を縮小推定量に置き換えた推定量を
提案している。また、Ledoit and 
Wolf(2003)などは、ポートフォリオ比
率の推定量における標本分散共分散の
部分を縮小推定量に置き換えた推定量
を提案している。 
③ Camberlain and Rothschild(1983 

a,b)は、Rossが提案した古典的なファ
クターモデルの正当性を高次元漸近理
論の枠組みでも示している。さらに、
Forni and Lippi(2001)は、この議論を
時系列モデルでの設定に拡張し、
generalized dynamic factor model 
(GDFM)というモデルを提案した。ま
た、古典的なファクターモデルを仮定
したとき、最適ポートフォリオ比率を
推定するための統計的手法は、状況に
よって 2通りの方法が考えられること
が判明した。 
i) ファクターが観測されている場
合：この場合は回帰モデルに帰着され、
そのパラメータ推定法は従来の最小二
乗法よりも、L1 罰則項を付与した
LASSO などを使用した方が結果が良
くなる場合が多々ある事が知られてい
る。特に、Ao et al(2015)は、真の最適
ポートフォリオ比率にスパース性（比
率が 0の資産が多くある）があるとい
う仮定をし、LASSO を用いて最適ポ
ートフォリオ比率を導出している。 
ii) ファクターが観測されていない場
合：この場合は static approach と呼
ば れ る PCA(principal component 
analysis: 主成分分析)を使った手法が
Stock and Watson(2002)らによって
提案されている。さらに、GDFMに対
しては、dynamic approach と呼ばれ
る手法が Forni et al.(2000,2005)によ
って提案されている。  

 
（2）推定量の提案について： 

① ポートフォリオ比率の推定量における
標本分散共分散の部分を、逆行列が漸
近不偏となるように p/n という項で補
正した推定量に置き換えたポートフォ
リオ推定量を提案した。 
② 平均分散基準で考えると、最適ポート
フォリオ比率は、資産の平均ベクトル
(μ)と分散共分散行列(Σ)の関数 g(μ,
Σ)として定義される。先行文献で提案
された縮小ポートフォリオ推定量は、
従来のμやΣの古典的な推定量(μ^,Σ
^)を縮小推定量に置き換えた議論をし
ていたが、新たに g(μ^,Σ^)を縮小推
定した推定量を提案した。 
 
（3）理論の構築について： 
① （2）①で提案した推定量の一致性、漸
近正規性を調べた。高次元漸近理論の
枠組みでは、従来のポートフォリオ推
定量が一致性を持たないことを示し、
それを補正した提案推定量が一致性を
持つことを示した。さらに、提案推定
量の漸近正規性を導出した。漸近分散
を明示的に記述し、その一致推定量を
構成できたことから、最適ポートフォ
リオで構成される有効フロンティアの
信頼領域を明示的に構成できた。 
② James and Stein が提案した縮小推定
量は、次元 pが 3以上であるときにそ
のMSEが標本平均と比べて減少する
ことが知られている。その拡張として、
（2）②で提案した推定量が従来の推定
量よりもMSEの意味で改良される条
件を導くことに成功した。 
 
（4）数値実験について： 
最後に、本研究課題で提案した最適ポートフ
ォリオ推定量の理論的結果の検証をシミュ
レーションにより行い、さらに実データを用
いて既存の推定量とのパフォーマンスの比
較を行った。 
① まず、（2）①で提案したポートフォリオ
推定量に関してシミュレーションを行い、
高次元漸近理論の枠組みで推定量が漸近
不偏であることを確認した。下図は、資
産数 pとサンプルサイズ nとの比（つま
り、p / n）を 0.5 で固定した下で、n（横
軸）を大きくした場合のポートフォリオ
の期待リターンの推定値を 1000 回繰り
返しプロットしたものであり、赤線は真
の期待リターンである。従来のポートフ
ォリオの場合、nが大きくなると明らか
に偏り（バイアス）が生じていること
が分かる。一方、提案ポートフォリオ
の場合、偏りが補正されていることが
分かる。 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
② 次に、実データ解析を行った。既存のポ
ートフォリオとして 
a)配分比率が等しいポートフォリオ
（NP；頑健性があることが知られてい
る。） 
b)標本平均ベクトル、標本共分散行列を
用いた従来のポートフォリオ（ML） 
c)標本平均を縮小推定したポートフォ
リオ（BS） 
d)分散共分散行列を縮小推定したポー
トフォリオ（CS） 
を採用した。まず、日経 225 の 209 銘柄
の株価データを用いて、（2）①で提案し
たポートフォリオと既存のポートフォ
リオ（NP,ML,CS）を効用関数を用いた指
標を用いて比較した結果、リスク回避的
な状況（つまり、リターンよりも分散を
比較的重視する効用関数）においては、
提案手法が最も優位であることを確認
した。 
 また、20 銘柄を用いて、（2）②で提案
したポートフォリオで、特に 3つの縮小
関数を用いたものと既存のポートフォ
リオ（NP,ML,BS,CS）を比較した。シャ
ープ比や効用関数を用いた指標により、
縮小関数を適切に選べば提案手法が優
位性を持つことを確認した。 

 
（5）まとめと今後の課題について： 
本研究では、サンプルサイズ n と次元 p が、
n >pという条件を満たしながら共に大きく
なる``高次元漸近理論の枠組み”での最適ポ
ートフォリオの推定法を調査し、新たな推
定量を提案した。2 つの推定法を提案し、
理論的結果の導出およびシミュレーション
による理論的結果の検証を行った。また、
実データ解析により、提案手法の優位性を

確認した。しかしながら、これらの結果は
幾つか条件を必要としており、現実とのギ
ャップは依然として残っていると思われる。
特に、理論的結果の導出の際に正規性を仮
定したり、時間的従属性を無視しており、
これらの仮定を緩和した理論の導出は今後
の課題として残っている。その他にも、
GDFM を仮定した場合の動的最適ポート
フォリオ推定量の提案、ファクターが観測
されていない場合の推定量の提案などが今
後の課題と言える。しかし、Fan et 
al.(2008)は、ファクターモデルを仮定した
場合の最適ポートフォリオ推定量の収束レ
ートの議論をしており、この結果を拡張す
ることなど、上記の問題解決に繋がる新た
な着想も得ることができた。 
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