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研究成果の概要（和文）：細野氏とReye合同型Calabi-Yau 3-foldの射影幾何的性質，ミラー対称性，導来圏を
研究した．細野氏とは，Reye合同型Enriques曲面とArtin-Mumford double solidの導来圏の関係も確立した．
Zucconi氏と,次数5のdel Pezzo型Fano多様体上の有理曲線族とスピン曲線のモジュライ空間の関係を与える理論
を構成し，それに基き，「種数４のスピン曲線」，および，「種数2以上の超楕円的代数曲線とその上の1点，そ
れから，その上のtheta characteristicで大域切断を持たないもの，という3つ組」のモジュライ空間が有理的
であるという成果を得た．

研究成果の概要（英文）：With Shinobu Hosono, I studied Calabi-Yau 3-folds of Reye congruences about 
their projective geometry, mirror symmetry, and derived category. With him, I also established the 
relation between the derived categories of Enriques surfaces of Reye congruences and Artin-Mumford 
double solids.With Francesco Zucconi,we constructed a theory giving a relation between the moduli 
space of rational curves on the quintic del Pezzo 3-fold and that of spin curves. Based on this,I 
showed that the following moduli spaces are rational: (1) The moduli space of genus 4 spin curves 
(2) The moduli spaces of triplets (C,p,s), where C is a curve of genus not less than 2, p is a point
 of C, and s is a theta characteristic on C without global section.

研究分野： 代数幾何学

キーワード： Fano variety　rationality of moduli　Key variety　Calabi-Yau variety　Reye congruence　Enriqu
es surface　quartic double solid
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１．研究開始当初の背景 
当該科研費の援助を受けて得られた研究成
果は以下の二つのテーマ○1 , ○2 に属する。 
 
○1 Reye合同型と呼ばれる3次元Calabi-Yau 
多様体、及び Enriques 曲面の研究 
 
これは細野忍氏（学習院大学）との共同研究
である。研究開始時において、後者の Reye
合同型 Enriques 曲面はすでに古典的対象と
して知られていたが、前者の研究を本格的に
開始したのは私と細野氏が初めてである。
我々が明らかにしたのは、前者についてはそ
のミラー対称性および導来圏の性質、後者に
ついてはその導来圏の性質である。後者の導
来圏の性質については、研究当初、部分的な
性質が知られていた。 
 
○2 3 次元 Fano 多様体上の有理曲線族を用
いたスピン曲線のモジュライ空間の研究 
 
これは Francesco Zucconi 氏（Udine 大学）
との共同研究である。研究開始時において、
向井茂氏による、種数１２の Fano 多様体の
直線族を用いた種数３のスピン曲線のモジ
ュライ空間の研究があり、本研究はその一般
化である。 
 
２．研究の目的 
前項の二つのテーマに分けて説明する。 
 
○1  Calabi-Yau 多様体のミラー対称性は、数
理物理を起源としており、物理と数学の双方
を刺激し交錯させる原動力となっている。そ
れを踏まえ、我々の研究目的は、Reye 合同
型 Calabi-Yau 多様体をミラー対称性の観点
から調べること、また、ミラー対称性との関
連で、Reye 合同型 Calabi-Yau 多様体の導来
圏を調べること、さらに、ミラー対称性は離
れるが、Reye 合同型 Enriques 曲面の導来圏
を調べることである。 
 
○2 古くから様々なモジュライ空間の双有理
幾何的性質、特に有理性判定の問題が研究さ
れてきた。それを踏まえ、我々の研究目的は、
一つの重要なモジュライ空間のクラスに属
する、スピン曲線のモジュライ空間の性質、
特にその有理性の判定である。 
 
３．研究の方法 
○1  Reye 合同型 Calabi-Yau 多様体と
Enriques 曲面のミラー対称性に関係した性
質および導来圏を、それらの射影幾何で解釈
することによって研究する。射影空間におい
てこれらの多様体の定義方程式は対称行列
の小行列式である。この記述がこれらの多様
体を射影幾何的に調べることを可能にする。 
 
○2  次数５の del Pezzo 型 Fano 多様体とそ
の上の固定した次数dの有理曲線Cを与える。 

C と交わる直線のパラメーター空間として代
数曲線 Rが得られ、さらに、それら直線の交
わりを考えることによって、この代数曲線上
にスピン構造(theta characteristic) s が入
る。この構成を用いて、スピン曲線(R,s)の
モジュライ空間の性質をCのモジュライ空間
の性質に帰着させて調べるというのが研究
方法である。 
 
４．研究成果 

○1 下記論文○3 ,○4 ,○5 がこのテーマの研

究成果である。 

論文○3 において、Reye 合同型 Calabi-Yau 多

様体 X および、それと対をなす Calabi-Yau
多様体 Yを、対称行列の小行列式を用いて構
成し、X と Y が同じミラーを持つことを示し
た。このことから、X と Y の導来圏が同値と
なるという予想を提出した。また、X と Y の
ミラー対称性について、さらに、Xと Yの BPS
数を計算し、それらのいくつかを Xと Yの射
影幾何で解釈した。 

論文○4 においては，Reye 合同型 Calabi-Yau

多様体 Xのミラー族のオービフォルド構成を
与えた。それは、行列式型５次超曲面の特別
な族を注意深く選び、そのクレパント特異点
解消を構成することで実現された。副産物と
して、Xの不分岐二重被覆である P^4×P^4 の
完全交叉のミラー族の構成も得られ、また、
そのモノドロミーを決定した。 

論文○5 では，論文○3 で予想していた通り、

Calabi-Yau多様体XとYの導来圏が同値であ
ることを示した。Xと Yの導来圏の同値は、X
でパラメーター付けられる、Y上の、種数３、
次数５の曲線族のイデアル層によって与え

られる。この曲線族は、論文○3 において得

られた Yの BPS 数によって、その存在が予言
されていた。  

な お 、 Reye 合 同 型 Enriques 曲 面 と

Artin-Mumford double solid の導来圏の関係

も確立した。この論文は現在投稿中である。 

○2 下記論文○1 ,○2 がこのテーマの研究成

果である。 

論文○1 では、研究方法で説明した通り、次

数５の del Pezzo 型 Fano 多様体とその上の
固定した次数dの有理曲線Cからスピン曲線
(R,s)を構成し、C と(R,s)のモジュライ空間の 
関係を与える基礎理論を構成した。このよう
な基礎理論の構成は、2011 年度に出版された 
我々の論文 Spin curves and Scorza quartics 

(Math.Ann)でもなされている。 



論文○2 では、これらの基礎理論を踏まえて、

種数４のスピン曲線のモジュライ空間が有

理的であることを示すことに成功した。これ

は種数３の場合に続く成果でありながら、3

次元 Fano 多様体を援用する全く別の方法で

得られた。 

さらに、当該科研費による研究期間中に「種

数２以上の超楕円的代数曲線とその上の１

点、それから、その上のtheta characteristic

で大域切断を持たないもの、という３つ組の

モジュライ空間は有理多様体である」という

成果も、上記基礎理論に基づいて得ていたが、

29 年度になって Nagoya Math J.への掲載が

確定した。 
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