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研究成果の概要（和文）：Ricci曲率が下に有界なRiemann多様体のGromov-Hausdorff極限空間の研究を関数解析的な手
法により行った．具体的にはGromov-Hausdorff収束に関わるLp収束の概念などを導入し，それを用いて極限空間のある
種の正則性を示したり，それらのRiemann幾何学への応用を与えた．

研究成果の概要（英文）：I studied the Gromov-Hausdorff limit space of a sequence of Riemannian manifolds 
with a lower Ricci curvature bound via functional analytic methods. In particular we introduce the notion 
of Lp-convergence with respect to the Gromov-Hausdorff convergence, prove regularities of limit spaces 
via the convergence theory, and give applications of them to Riemannian geometry.

研究分野：リーマン幾何学

キーワード： Ricci曲率
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１．研究開始当初の背景 
研究開始当初，Ricci曲率に関わる Riemann
多様体のGromov-Hausdorff収束(GH収束と
以下略す)の理論は，Cheeger-Coldingの仕事
が本質的に全てを占めていた．彼らの仕事は
それだけ基本的なものであるが，理解するこ
との難しさも有名であった．それを広く普及
し，さらに深化させ，様々な分野へ応用させ
ていくべきであるという認識があった． こ
れが背景である． 
２．研究の目的 
Ricci 曲率が下に有界な Riemann 多様体の
GH 極限空間の正則性と，極限空間と
Riemann 多様体の関係を明らかにしていく
ことが目的である． 
３．研究の方法 
実際に上で述べたことを実行することが目
的であった．そのために，Cheeger-Colding
理論の最深部をさらに精密化して，それを基
礎にし，関数解析的な手法を GH 収束理論に
持ち込むという方法をとった． 
４．研究成果 
Ricci 曲率が下に有界な Riemann 多様体列の
GH 極限空間上で，角度がほとんどのケースで
well-defined となることを示した．この`ほ
とんど’はColding-Naberの最近の仕事から
シャープであることがわかる．また，それを
用いて極限空間上に二階微分構造を導入し，
その上でLevi-Civita接続の一意的な存在を
示した．これらを一つにまとめた論文が出版
された． 
次に， GH 収束に関するテンソル場の Lp 収束
の概念とその基本的な性質を与えた．応用と
して，極限空間上で Hessian の項が生きてい
る Bochner 型不等式を示した．この不等式が
シャープであることは容易にわかる．また，
Cheeger-Colding に よ っ て 導 入 さ れ た
Dirichlet Laplacian に対して，上で与えた
二階微分可能構造を用いた明示公式を証明
することもできた．また，別の応用として，
p-Laplacianの正の第一固有値のGH収束に関
する連続性，次元の下半連続性を示した．特
に，接空間の次元は元の空間の次元より一般
に大きくならないことを示した．この接空間
の次元の評価はCheeger-Coldingによるある
例によってシャープであることもわかる．以
上を一つにまとめた論文も出版された． 
次に Cheeger 等周定数と p-Laplacian と GH
収束の関係を調べた．粗く言って，
p-Laplacian の正の第一固有値を 1/p 乗した
ものを考えるとき，それを p→1 とすると
Cheeger 等周定数が現れ，p→∞とすると，直
径の逆数の 2倍が表れることを示し，これの
GH 版が概ね正しいことを示した．その系とし
てp-Laplacianを用いた新しい等周不等式を
得ることが出来た．その等周不等式は pによ
らないものであり，そのような pによらない
評価はこれまで知られておらず，GH 収束理論
を用いて初めて証明されたものである．以上
をまとめたものをプレプリントとして一つ

の論文にまとめ，arxiv に上げた．そして現
在投稿中である． 
次に種々の楕円型方程式の解の GH 収束での
振る舞いを調べた．具体的には Schrodinger
方程式，Poisson 方程式，山辺方程式，Hodge 
Laplace 方程式を扱った．その研究の応用と
して，それらの方程式の解の新しい評価と，
先に述べた二階微分可能構造の一意性を証
明した．これらを一つにまとめた論文はアク
セプト済みで，今後出版予定である． 
次に Fano 多様体の GH 極限を二木昭人氏，斎
藤俊輔氏と共同で研究した．具体的には，重
みつきDolbeault作用素のスペクトル収束と，
Weitzenbock 不等式を極限空間で示した．ま
た，Fano-Ricci limit space という極限空間
に関する概念を導入し，それに関わるコンパ
クト性定理を示した．それらの系としてコン
パクト Fano 多様体上の正則ベクトル場から
なる線形空間の次元は，多様体の次元，直径
の上からの評価，体積の下からの評価，Ricci
曲率の下からの評価，Ricci potential の下
からの評価だけで，上から押さえられること
がわかった．また，Kahler-Ricci soliton と
の関係についても研究を行った．以上を一つ
の論文にまとめて arxiv に上げ，雑誌に投
稿した． 
最後に Ricci 曲率が上下から有界で，GH
極限空間が非崩壊という状況で研究を行っ
た．具体的にはまず，1 形式に作用する
Hodge Laplacianと全ての微分形式に作用
する接続 Laplacianのスペクトル収束を証
明した．特にその系として第一ベッチ数の
GH 収束に対する上半連続性を示すことが
できた．また，上記スペクトル収束はシャ
ープであることもわかった．すなわち，2
形式以上の微分形式に作用する Hodge 
Laplacian についてはスペクトル収束が期
待できないこともチェックした．また，そ
のような非崩壊極限空間に対する曲率の研
究も行った．その様な空間では通常の方法で
は曲率が定義できないことが Peters によっ
てわかっていた．そこで別の方法で自然な曲
率テンソルが定義できることを示し，その存
在と一意性を示した．もちろんそれは極限が
滑らかな空間であれば通常のものと一致す
る．これによって，Ricci テンソル，スカラ
ー曲率が定義でき，しかもそれらは GH 収束
に関する Lp 位相で連続に動くこともわかっ
た．その系として，10 年ほど前に Lott によ
って与えられたスカラー曲率の GH 収束での
振舞いについての問題を解くことができた．
また，その Ricci テンソルの下限は最近大き
な進展を見せている測度距離空間上の Ricci
曲率の下限の研究と両立していることもわ
かり，Ricci テンソル自身は最近 Gigli と
Lottがそれぞれ独立に定義した，Ricci測度，
と本質的に同じであることも示した．以上を
一つの論文にまとめて arxiv に上げ，雑誌に
投稿した． 
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