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研究成果の概要（和文）：自由確率論に動機をもつランダム行列の研究として, サイズの大きいランダム行列のスペク
トル分布の極限分布についての研究を自由確率論の観点から行った。とくにランダム行列の要素間に従属性があるよう
なモデルを扱い、その極限分布が複合自由ポアソン分布であることを示した。またその摂動について「２次の自由性」
という概念を用いて計算した。
また、その行列地確率過程を考える上で重要な自由確率論における無限分解可能分布の分布の時間発展についての研究
を行った。
それら結果について論文にまとめた。またこれらの結果について１０回以上の発表を行った。

研究成果の概要（英文）：We study Random Matrix motivated by free probability. In this project, limiting 
spectral distributions of large random matricies were studied from free probability. In particular, we 
studied random matrix models with dependent entries and we proved its limiting distributions are the 
compound free Poisson distributions. We also computed fluctuations by "second order freeness".
On the other hand, we studied time evolution of distributions of free infinitely divisible distributions 
which is important to study time evolution of Random matrix valued processes.
We wrote some papers related to this results. I gave talks related to these results more than 10 times.

研究分野：確率論
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１．研究開始当初の背景 
	
 研究代表者は無限分解可能分布およびレ
ヴィ過程の研究を出発点に研究を開始した. 
	
 確率論の中で分布というものを考えるこ
とはもっとも基本的かつ重要なことである. 
その中で中心極限定理の極限分布である正
規分布やポアソン分布, ガンマ分布をはじめ
とする重要な分布を多く含むクラスである
無限分解可能分布と呼ばれるクラスがある. 
このクラスは分布の畳み込みの演算＊を用
いて定義される. この分布のクラスに対して
レヴィ-ヒンチン表現と呼ばれるその分布の
特性関数（フーリエ変換）に対しての特徴付
けがよく知られている. この特徴付けは極限
定理の研究と密接に関連している. また無限
分解可能分布のクラスはレヴィ過程と呼ば
れるブラウン運動を含む時間・空間的一様な
確率過程のクラスと一対一対応になってお
り, 無限分解可能分布を研究することはレヴ
ィ過程の分布を研究するということを意味
する. 無限分解可能分布という視点から確率
論を研究することは, 非常に豊かな確率論の
世界を分布から垣間みる一つの視点である
と考えられている. (参考文献④). 
	
 上記の無限分解可能分布の観点から自由
確率論と呼ばれる新しい確率論に興味を持
って研究を行っている. 1980 年代半ば頃に
Voiculescu が確率論における最も重要な概
念の一つである独立性を新しい独立性「自由
独立性」に置き換えた確率論である「自由確
率論」を群フォンノイマン環のある問題を解
くために導入した. 通常の独立性であれば独
立な（可換）確率変数 X, Yに対して 
 
E[XYXY]=E[XXYY]=E[X^2] E[Y^2] 
 
となるが, 自由独立性は積についての非可換
性を反映した独立性であり上のような関係
は成り立たない. このように通常の確率論と
比べると, モーメントに違いが現れ, 確率論
における極限定理の類似を考えると極限分
布にも違いが出る. Voiculescuは作用素環へ
の応用をにらみながら, その自由独立性での
下での確率論の対応の研究を進めた. その中
で自由確率論の枠組みの中で中心極限定理
の対応物を考えるとその極限分布は巨大な
ランダム行列スペクトル分布の極限として
よく知られている半円分布に収束すること
がわかった. このことからVoiculescuはラン
ダム行列理論との関連性を予想し, 実際に自
由確率論を用いることで巨大なランダム行
列のスペクトル分布を見積もることが出来
ることを示した.  
他方, Voiculesucu はその中で畳み込みの概
念の自由確率論における対応である自由畳
み込み田を導入した. これにより無限分解可
能分布のクラスの対応物がやはり自由確率
論の世界でも定義され, レヴィ-ヒンチン表
現型の特徴付けにも成功した（参考文献⑤.） 
	
 その後, 自由確率論の確率論的側面の研究

は無限分解可能や極限定理の視点を下に進
展していく中で, 自由独立な確率変数の和の
極限定理とレヴィ-ヒンチン表現型について
は通常の確率論とかなり対応がきれいに成
り立っていることが判明した. (参考文献①). 
	
 研究代表者は通常の測度論に基づいた確
率論における無限分解可能分布の研究と対
比をしながら, 自由確率論における無限分解
可能分布の研究を行ってきた. 特に, 新しい
タイプの極限定理を発見した. 自由確率論の
枠組みの中で中心極限定理型のように自由
独立な確率変数の和のみを考えるのではな
く, 平均 1 に規格化された自由独立な確率変
数の積および和が同時に増えていくような
スケーリングを考え, そのスケーリング極限
として新しい分布を見つけた. より具体的に
は{{X_i^(j)}_{i=1}^{∞}}_{j=1}^{∞}を[0,∞]値
をとる平均 1の「自由独立」同分布二重確率
変数列で分散が有限な値をとるものとする. 
そのもとで, 次のようなスケーリングを考え
る： 
 
 
 
 
 
 
 
ここで N を無限大へ近づけていくとこのス
ケーリングの極限の極限分布が存在する. 特
に, その極限分布に対応する解析的変換であ
る S-変換（確率論でいうメリン変換に対応す
る自由独立な確率変数の積の性質を調べる
ための道具）がランベルトの W 関数と呼ば
れる特殊関数で表現できるということがわ
かった. この分布はWixhartランダム行列に
より極限分布として実現できる. 他方, この
極限分布と同様にランベルトの W 関数で S-
変換が表現できる極限分布をランダム行列
が他にも知られていることも注意しておき
たい. （参考文献②, ③.）このような背景か
ら自由積畳み込みとランダム行列の関係に
ついて探り始めた. 
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２．研究の目的	
 
	
 今回の研究ではこれらの自由確率論の世
界でわかった新しい事実をもとにしてラン
ダム行列モデルを構成し, それをより詳細な
摂動など最近進展している自由確率論的手
法を用いて深く解析していくことを目指し
た.  
	
 より具体的には, ランダム行列の成分の独
立性の仮定を外すとどのようなことが言え
るか、上記の極限定理がどの程度の一般的な
ランダム行列の極限で得られるかを調べる
ことを目的とした. 特にランダム行列の成分
が時系列モデルで与えられるようなケース
を考え実際のデータ解析に応用できるよう
な形で従属性を入れたモデルを中心に考え
た。 
またそれに関連して自由無限分解可能分布
のサブクラスの中での閉じている性質を探
ることを目指した。 
	
 
３．研究の方法	
 
	
 自由確率論における無限分解可能分布の
研究を深めつつそれを元に巨大なランダム
行列のスペクトル分布の見積もる、詳細な分
布の性質を見つけるというルートを全研究
期間を通して取り続けた。	
 
	
 特に、成分間に従属性があるランダム行列
の研究を行うため、モデルを複合 Wishart 行
列、及び複合自由ポアソン分布に話を落とし
こむ、という方法で研究を行った。	
 
	
 また自由無限分解可能分布に対しては積
畳み込みによる mixture や Markov 変換と呼
ばれる表現論由来の表現と無限分解可能分
布のサブクラスの変換についての研究、また
分布の時間発展のもとで閉じている性質を
探ることを R変換や S変換の計算と複素解析
的方法により調べた。	
 
	
 これらを遂行するため国内のお茶の水大
学、北海道大学、京都大学、慶応大学の研究
者を訪問あるいは招聘し研究打ち合わせを
定期的に行った。またメキシコ・ポーランド
を訪問し、そこの研究者らやそこで行われて
いる研究集会の参加者と討論意見交換を行
った。また関連する他分野の研究会にも積極
的に参加し、情報収集を行った。	
 
	
 
４．研究成果	
 
	
 「自由確率論に動機をもつランダム行列の
研究	
 」として自由レヴィ過程の分布につい
ての研究を中心に行った。そのなかでも特に

非減少レヴィ過程の自由確率論における対
応物について調べた。その結果、通常の確率
論では知られていないいくつかの性質を見
つけた。それらの結果は雑誌論文の③で掲載
された。	
 
	
 この非減少レヴィ過程の自由確率論にお
ける対応物のクラスは自由確率論における
重要な分布のいくつかを含んでおり、大変興
味深い。また特に分布の台の時間発展なども
自由確率論における重要な量である「自由キ
ュムラント列」をもちいて表現することが出
来た。	
 
	
 またそれらに関連するランダム行列モデ
ルをお茶の水女子大学の吉田裕亮氏らのグ
ループとともに考えた。自己回帰移動平均モ
デルを行列の元とするような従属のあるラ
ンダム行列モデルを、複合 Wishart 行列と呼
ばれるランダム行列の形に変形して、自由確
率論的な方法により、そのスペクトル分布の
収束を示し、極限分布を調べた。そこで出て
くる極限分布は複合自由ポアソン分布と呼
ばれる分布のクラスに入る自由ベッセル分
布であった。複合自由ポアソン分布も非減少
レヴィ過程の自由確率論における対応物の
分布の一つであるので前者の性質をそのま
ま持つ。それらの結果は雑誌論文の②で発表
された。また学会発表②、③などでも発表さ
れた。	
 
	
 当時ドイツザールランド大学（現在メキシ
コ CIMAT）の Arizmendi 氏とともに自由確率
論におけるあたらしい Generalized	
 Gamma	
 
Convolution のクラスを導入しその性質と
Markov 変換との関係についていくつかの例
を見つけた。それは学会発表①で発表された。	
 
	
 自由無限分解可能分布におけるモードに
ついての研究を行った。自由無限分解可能分
布に関して幾人かの研究者がどのクラスで
単峰性を持つかを示しているが、時間発展を
込めた研究は殆ど行われておらず、そこから
スタートし、いくつかの例を共同研究者らと
論文としてまとめている。またある種のクラ
スに属するとその単峰性の性質が時間発展
のもとでも保たれることがわかった。	
 
	
 自由独立性だけでなく単調、Boolean 独立
性のもとでの安定分布に対しても同様のこ
とを考えた。その結果、単調、Boolean のケ
ースの場合は安定分布においてもすでに単
峰性は必ずしも成り立たないことが判明し
た。逆に単峰であるケースも存在する。それ
らについての結果を論文としてまとめ、掲載
予定になっている。雑誌論文①。	
 
	
 自己回帰移動平均モデルを変形し、行列
の横方向だけでなく縦方向にも従属のある
ランダム行列モデルを、やはり複合
Wishart 行列の形に変形して、自由確率論
的な方法により、そのスペクトル分布の収
束を示し、極限分布を調べた。その際、そ
の収束の摂動についても調べた。実際二次
の自由独立性という概念を用いて、その摂
動が自己回帰移動平均モデルの係数から計



算できることも確認し、それらを論文とし
てまとめている。	
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