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研究成果の概要（和文）：全ての辺の色が異なる部分グラフを異色部分グラフと呼ぶ。本研究では、関数g,f：色集合
→非負整数集合　に対し、どの色ｃの辺もg(c)本以上f(c)本以下であるような部分グラフを(g,f)-異色部分グラフと定
義し、その存在条件に関する研究を行い、次の成果を得た。
(1)一般の辺着色グラフに(g,f)-異色全域林が存在するための必要十分条件を発見・証明した。(2)最大次数を抑えた異
色全域木の研究を行った。(3)異色全域木の既存定理を拡張した。(4)二部グラフに全域k木が存在するための条件を発
見・証明した。(5)着色された集合の元を横一列に並べた着色点列を均質に分割する補題を発見・証明した。

研究成果の概要（英文）：A subgraph whose edges have distinct colors is called a heterochromatic subgraph. 
We define a (g,f)-chromatic subgraph as a subgraph having at least g(c) and at most f(c) edges colored 
with c for any color c, where g and f are functions from a color set to the set of non-negative integers. 
In this research, we studied conditions for existence of a (g,f)-chromatic subgraph in edge-colored 
graphs, and we got the following results.
(1) We got a necessary and sufficient condition for existence of a (g,f)-chromatic subgraph in 
edge-colored graphs. (2) We studied heterochromatic subgraphs with some upper bound of maximum degree. 
(3) We generalized some previous results on heterochromatic subgraphs. (4) We got a sufficient condition 
for existence of a spanning k-tree in bipartite graphs. (5) We got a Lemma for balanced partition of a 
sequence of colored elements.

研究分野： グラフ理論、離散幾何学
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１．研究開始当初の背景 
グラフ着色分野は、地図を４色で塗り分ける
「４色問題」や、６人集まれば互いに知り合
いの３人組、もしくは互いに見ず知らずの３
人組が作れるという「ラムゼー問題」を筆頭
に、古くから世界中で数学者のみならず一般
の人達からも興味を集めている分野である。 
 
例えば「ラムゼー問題」は、６人を６個の頂
点で表現し、頂点同士が知り合いならば赤辺
でつなぎ、そうでなければ青辺でつないだ時、
そのグラフには赤い三角形か青い三角形が
あるか？という辺着色問題として考えるこ
とができる。同様に、三角形に限らずサイク
ルやパスや木など様々な”単色部分グラフ”
の存在が研究されている。 
 
単色部分グラフとは、「全ての辺の色が同じ」
部分グラフのことである。一方、単色の逆、
即ち「全ての辺の色が異なる」部分グラフの
存在を調べる研究がここ十数年の間で流行
を見せている。「全ての辺の色が異なる」部
分グラフのことを異色部分グラフと呼ぶ。 
 
1996年にBrualdiらは完全グラフにおける異
色全域木（全頂点を覆う木で全辺の色が異な
るもの）の存在に関する次の予想（以下 BH
予想）を発表した。 
 
ＢＨ予想 [ Brualdi and Hollingsworth, 
1996, JCTB ]  
辺彩色された２ｎ(≧6)頂点完全グラフ
の辺集合は、ｎ個の異色全域木に分解す
ることができる。 
 

ここで、辺彩色とは、隣接する辺同士、即ち
共通の端点を持つ辺同士の色が異なるよう
に辺着色することを言う。言い換えれば、ど
の頂点に注目してもその頂点に接続してい
る全ての辺の色が異なるように辺着色する
ことである。図１に辺彩色された６頂点完全
グラフの異色全域木分解の例を示す。 

Brualdi らは同論文の中で、２個の異色全域
木の存在を証明している。これに対して研究
代表者らは、３個の場合について証明をした 
[Kaneko, Kano, Suzuki, 2003, preprint]。
しかしながら、４個以上のケースは現時点で
も未解決であり、十数年の間、解決のめどは
全く立っていなかった。 
 
BH 予想に進展が無い中、研究代表者は、完全
グラフに限らない一般の辺着色グラフに異
色全域木が１個以上存在するための必要十
分条件を証明した [Suzuki, 2006, Graphs 
Combin.]。最近になって、その証明法が実は
異色全域木に限らず、より一般的な着色全域
木の存在についても有効であることに気づ
き、異色部分グラフを一般化するという着想
に至り、次の新定義を提案した。 
 
定義：f-異色部分グラフ 
異色部分グラフとは、言い換えればどの
色も高々１本しか許されないような部分
グラフのことである。そこで、各色ごと
に許容できる本数を関数 f ：色集合→非
負整数集合 によって指定し、どの色ｃ
の辺も高々f(c)本しかないような部分グ
ラフとして一般化したものを f-異色部分
グラフと呼ぶ。 

 
任意の色 c に対して f(c)=1 の時、f-異色部
分グラフは従来の異色部分グラフを意味す
る。 

 
図２に f-異色全域木の例を示す。色集合を
{1,2,3,4,5,6,7}とし、f(1)=3、 f(2)=1、
f(3)=3、f(4)=0、f(5)=0、f(6)=1、f(7)=2 と
すると、このグラフには、どの色 c も f(c)
本以下であるような全域木が存在する。 
 
また、研究代表者は BH 予想を次のように一
般化した。 
 
一般化 BH 予想 
f-辺彩色された２ｎ(≧6)頂点完全グラ
フの辺集合は、ｎ個の f-異色全域木に分
解することができる。 
 

ここで、f-辺彩色とは、どの頂点にも、色ｃ
の辺は高々f(c)本しか接続しないように辺
に色を塗ることである。一般化 BH 予想にお
いて任意の色 cについて f(c)=1 のとき、元々
の BH 予想となる。 
 
上記の一般化により、関数ｆに応じた段階的
な研究を可能とした。即ち、異色全域木の「ど
の色も高々１本まで」という非常に強い制限
を、関数 fを用いて柔軟に設定できるように
することで、弱い本数制限から徐々に強くし
ていくという段階的な解決を図るという手
法によって BH 予想の研究に進展を与えた。 
 

図 1 BH 予想（2n=6 の場合の例） 



 
BH 予想の進展が期待できるだけにとどまら
ず、既存の異色部分グラフの問題が全て f-
異色部分グラフの問題に刷新でき、それら全
ての問題において、関数ｆの条件による段階
的な研究ができるようになり、新たな着色分
野として開拓されていくことが期待される。 
 
これは、過去に 1-因子（完全マッチング）か
ら始まった因子研究分野が f-因子という新
定義の登場によって飛躍的に発展した歴史
と非常に良く似ている。 
 
研究代表者は、さらに、完全グラフに限らな
い一般の辺着色グラフにm個の連結成分から
なる f-異色全域林が存在するための必要十
分条件を発見・証明し、それを応用すること
で、f-異色全域木や全域林が存在する十分条
件を証明する手法を確立した。 
 
２．研究の目的 
本研究では、最初に f-異色部分グラフの更な
る一般化として、(g,f)-異色部分グラフを定
義する。 
 
定義：(g,f)-異色部分グラフ 
関数 g,f：色集合→非負整数集合 に対
し、どの色ｃの辺も g(c)本以上 f(c)本
以下であるような部分グラフを(g,f)-
異色部分グラフと呼ぶ。 
 

そして、この(g,f)-異色部分グラフについて
の研究を中心とした以下の４つを研究課題
とした。 

(1) 辺着色グラフに(g,f)-異色全域木が存
在するための必要十分条件を明らかにする。 
 
(2) 異色全域木の既存の定理を拡張する。 
 
(3) BH 予想解決の糸口を見つけるため、最大
次数を抑えた全域木の存在条件を明らかに
する。 
 
(4) より一般的な「着色された集合」に潜む
性質を明らかにする。 
 
３．研究の方法 
(1) f-異色全域木が存在するための必要十分
条件を用いて、辺着色グラフに(g,f)-異色全
域木が存在するための必要十分条件を証明
する。 
 
(2) 辺彩色された完全グラフに2つの辺素な
異色全域木が存在することの数学的帰納法
による証明を参考にして、既存定理の拡張や、
次数を抑えた全域木の存在条件を証明する。 
 
(3) 「着色された集合」の元を一列にならべ、
色のバランスを保つ分割が可能な条件を示
し、それを捕題として利用して平面上のグラ
フ埋め込み問題を考える。 
 
４．研究成果 
(1) 辺着色グラフに(g,f)-異色全域木が存
在するための必要十分条件を発見・証明した。 
 
(g,f)-異色全域木は f-異色全域木でもある
ので、少なくとも前述の「辺着色グラフに f-
異色全域木（1個の連結成分からなる f-異色
全域林）が存在するための必要十分条件」を
満たしていなければならない。 
 
本研究では、それに加えてどのような条件が
あれば「辺着色グラフに(g,f)-異色全域木が
存在するための必要十分条件」となるかを研
究し、次の定理を得た。 
 
定理[Suzuki, 論文執筆中] 
色集合 C の色で辺着色された n 頂点の
グラフ G に m 個の連結成分からなる
(g,f)-異色全域林が存在するための必
要十分条件は、任意の色 c∈Cについて
g(c)≦f(c)であり、m≦n-Σ(c∈C)g(c)
を満たし、さらに、任意の色集合 R⊆C
について、Rに含まれる色の辺を元のグ
ラフ G から全て除去したグラフの連結
成分数が高々min{m+Σ(c∈R)f(c),n-
Σ(c∈C-R)g(c)}個となることである。 

 
(2) BH 予想が仮に正しければ、1つ 1つの異
色全域木は star ではない。なぜなら、ある
異色全域木が star ならば、その中心点 v に
接続する 2n-1 本の辺はすべてその異色全域
木の辺であるため、別の異色全域木は頂点 v

図 2 f-異色全域木 



を持てなくなるからである。同様に考えると、
１つ１つの異色全域木の最大次数は 2n-1 よ
りずっと小さいはずである。 
そこで、最大次数が大きすぎない異色全域木
の存在に興味が沸き、次の定理を得た。 
 
定理[Shirakawa, Suzuki, 論文執筆中] 
G を n頂点辺彩色完全グラフ、kを整数
(2≦k≦n-2,または k=n)、xと yを Gの
異なる 2 頂点とすると、G には x と y
の次数和が k となるような異色全域木
が存在する。 

 
(3) Brualdi らは、辺彩色された 5 頂点以上
の完全グラフには辺素な2つの異色全域木が
存在することを示したが、その証明はマトロ
イドを用いたものであった。その後、研究代
表者らが、数学的帰納法によって初等的に証
明できることを示した。 
 
本研究では、この問題を f-異色全域木問題と
して拡張した次の定理を、初等的に示すこと
ができた。 
 
定理[Suzuki, 論文執筆中] 
5 頂点以上の f-辺彩色完全グラフには
辺素な 2 つの f-異色全域木が存在す
る。 

 
(4) 前述の通り、BH 予想が正しければ１つ１
つの異色全域木の最大次数は大きすぎない
はずである。その意味で、全域木の最大次数
を制限した問題を研究することには意義が
ある。そこで、最大次数を制限した全域木が
二部グラフに存在するための条件について
研究した。 
 
ここで、いくつかの用語を定義しておく。 
 
最大次数が kである木を k-木という。グラフ
の頂点集合の部分集合でどの２点間にも辺
がないものを独立点集合とよぶ。グラフＧの
ｋ点からなる独立点集合の各頂点のＧにお
ける次数の和の最小値をσ_k(Ｇ)と書く。 
 
ｎ頂点連結グラフＧがσ_k(Ｇ)≧ｎをみた
すならばＧには全域 k-木が存在することが
知られている。 
 
本研究では，A と B を部集合とする連結二部
グラフＧについて次の定理を得た。 
 
定理 [Kano, Ozeki, Suzuki, Tsugaki, 
Yamashita [1]] 
ＡとＢが|A|≦|B|≦(k-1)|A|+1 をみた
すとき，σ_k(Ｇ)≧|B|ならばＧには全
域 k木が存在する。 

 
(5) 本研究課題は着色された集合に潜む性
質を研究するものである。着色集合に関する

定理の証明に数学的帰納法を用いる場合、も
との集合を着色条件が変わらないように均
質に分割する必要がある。本研究では、着色
集合の元を横一列に並べた着色点列の均質
分割に関して次の補題を得た。 
 
定理[Kano, Suzuki, Uno [2]] 
着色点列 X の始点と終点が同色で、ど
の色の点の数も|X|/2 の切り上げ以下
であれば、ある左右二分割 X=D1∪ 
D2 が存在し、着色点列 Di の各色の点の
数が|Di|/2 の切り上げ以下となってい
る。 

 
この補題の副産物として、離散幾何学におけ
る2色点集合上の交互完全マッチングや交互
全域木の定理を3色以上の点集合に対して拡
張することができた。 
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