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研究成果の概要（和文）：複数の国を拠点とする研究協力者たちと連携し、我々は、表面張力が引き起こす薄膜流の研
究において生じる方程式の（自己相似）特解の同定に関して、目覚ましい進展を達成した。この研究については、多く
の国際的学術誌で論文発表を行った。さらに、近い将来投稿される予定の論文も複数存在する。また、複数の国際会議
でも口頭発表を行った。

研究成果の概要（英文）：Working with international collaborators, we have made substantial progress into i
dentifying the role of special (self-similar) solutions to equations arising in the study of surface tensi
on driven thin-film flow. This has led to a number of publications in international journals with addition
al papers to be submitted in the very near future.  The research has also been presented at several intern
ational meetings.
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１．研究開始当初の背景 
 
引力が引き起こす薄液膜流を研究するには、

通常、二次放物型方程式が必要となる。一

方、表面張力が主要な駆動力であるときは、

四次非線形自由境界問題が生ずる。放物型

偏微分方程式の研究は（ここ日本でも海外

でも）、二次問題に焦点をあてており。高次

放物型問題は目を向けられてこなかった。 

 

薄膜流で観察される興味深い自由表面ダイ

ナミクスは、いわゆる自己相似解によって、

しばしば局所的に支配される。もし、その

指数を解析的に求めることができたら、そ

の相似解は第一種に属すると言われる。そ

うでないものは、第二種相似解と呼ばれる。 

 

薄膜方程式の相似解の研究は、それ自体が

重要であるだけではなく、薄膜方程式は高

次非線形発展方程式の基本的な例となり、

その研究は（例えば、動物の群れ行動や画

像処理において生じる）他の高次問題にも

適用することができる。 
 
 
２．研究の目的 
 
我々は、表面張力によって引き起こされる

薄膜流の研究で生じる、非線形高次放物型

方程式（とそのシステム）の解のダイナミ

クスを研究した。我々の目的は、自己相似

解が中心的役割を果たす、新しい自由表面

現象を理解することであった。結果は、物

理的にも数学的にも重要であり、幅広い応

用と関係がある。 

特に、我々は膜の破裂、穴の閉鎖(focusing)、

液体の排出や散布などの、様々な物理的現象

を理解するために、モデル方程式の自己相似

解を使用した。 

 
３．研究の方法 

 

複数の国の協力者と連携し、分析的・計算

論的アプローチを通して大きな進歩を遂げ

た。我々は、薄膜の自由表面をシミュレー

ションするために高度な計算方法を使用し

た。シミュレーションは、数学的分析を通

して得られた結果をサポートするために使

われた。 

二次放物型方程式の分析において使用され

る、非常に高度な数学的ツールは、一般的に、

より高次な問題には繰り越されない。そのた

め、我々は研究を進めるために（摂動法など

の）形式的手法を使用した。 

これらの問題で生じる時間的・空間的スケー

ルの結果として、我々は複数のスケール上で

解を求めることができ、大小どちらのスケー

ルダイナミクスをたどっていくことができ

る、高度な数値的方法を開発した。例えば、

膜の破裂の研究において、（破裂に応じて）

ゼロまで自由表面を求めるために、局所的

re-gridding を使用し、一方、破裂点から離れ

たところでは、より荒い gridを使った。現在、

我々は、さらにより効率的なコードを得るた

めに、これらの計算結果をどのようにパラレ

ルにすべきについて検討中である。 

我々が使った数学的・計算論的手法は非常

に一般的なものであり、他の高次放物型問

題の結果を得るためにも使用することがで

きる。 
 
 
４．研究成果 
 

複数の国の協力者との共同研究によって、

我々は（主に、いわゆる薄膜流方程式の解

法の研究に基づく）高次放物型方程式にお

ける自己相似解の役割の理解について、大

きな進歩を遂げた。 

 



英国ノッティンガム大学の J. R. King 教授

との研究で、私は（有限時間 extinction の）

backwards 相似解の研究を担当し、考えら

れる作用すべての目録を作成した。この研

究は完了したが[1]、（現在執筆中の）薄膜

流に焦点を合わせることに対する研究結果

の適用についての 2 本目の論文[2]と共に、

研究結果の発表を待つことにした。この研

究結果は、工業塗料プロセスへの重要な応

用性を持っている。 

 

アメリカ合衆国デューク大学の T. P. 

Witelski 教授との研究では、薄膜方程式の

相似解の非一意性を扱い、今後数週間で論

文を提出する予定である[3]（論文提出は、

主任研究者が今年初めに病気にかかったこ

とで遅れてしまった）。特に、第一種と第二

種の相似解群がどのように相互作用するか、

そしてこれらのパタンが薄膜 PDE でどの

ように観察されるかを確認した。 

 

B. Tilley 教授（ウースター工科大学）と私

は、マランゴニ圧力を使った薄膜破裂の制

御に関する 2 本の論文を発表した[4,5]。1

本目の論文では、薄膜破裂を遅らせる、ま

たは加速させるためにサーモキャピラリー

圧力がどのように使用できるかを示した。

2 本目の論文では、特に、ファンデルワー

ルス力がない場合、破裂を引き起こすため

にサーモキャピラリー圧力がどのように使

用可能であるかを証明した。かつては、フ

ァンデルワールス力なしには破裂は生じな

いとされていた。我々はこの研究を

ICTAM2012（中国、北京）、the APS DFD 

Annual Meeting 2012（アメリカ合衆国、

サンディエゴ）、そして 2013 年の訪問の際

にノッティンガム大学数理科学研究科の

Industrial Mathematics Seminar で発表

した。現在は、薄膜に関する実験結果は細

い噴射孔に引き継ぐことができ、またイン

クジェット印刷に応用することができると

いうことを例証した 3 本目の論文を執筆中

である。 

 

これらの結果を得た数学的手法は、例えば

動物の群れ行動、画像処理など、他の高次

放物型問題に引き継ぐことができる。私は、

すでにこれらの方向で研究を開始している。 
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