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研究成果の概要（和文）：双線形フーリエマルチプライヤー作用素と双線形擬微分作用素に対する有界性の研究を行っ
た．前者に対しては，有界性を保証するためのマルチプライヤーに課すべき滑らかさの条件をソボレフ空間の意味で決
定した．後者に対しては，有界性を保証するための擬微分作用素のオーダーを決定した．また，これらの結果の最適性
についても研究を行った．

研究成果の概要（英文）：I studied the boundedness properties of bilinear Fourier multiplier and 
pseudo-differential operators. To assure the boundedness, the smoothness condition for Fourier 
multipliers in the sense of Sobolev spaces and the order of pseudo-differential operators were 
determined. The sharpness of these results was also studied.

研究分野： 解析学基礎

キーワード： 多重線形作用素　フーリエマルチプライヤー　擬微分作用素
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１． 研究開始当初の背景 
 
調和解析(実解析) の分野では，2000 年頃

から線形の理論を多重線形の理論へと拡張
する研究がメインテーマの一つとなってい
る．調和解析における線形から多重線形への
理論の拡張は，単なる一般化などではなく，
調和解析の問題として眺めても非常にチャ
レンジングであるし，また応用面から眺めて
も偏微分方程式論の発展の可能性を大いに
秘めている．本研究では多重線形調和解析に
おける有界性定理の精密化を目標とし，また
最新の多重線形理論の偏微分方程式への応
用を目指した． 
 
 
２． 研究の目的 
 
（１）1 つ目の研究目的は，双線形(多重線形) 
フーリエマルチプライヤーの有界性定理の
精密化に関する研究を完成させることであ
った． 
まず，問題意識を述べるために，線形の場

合 を 考える ． 線形の 理 論の中 に あ る
Hörmander のマルチプライヤー定理が主張
することは，線形のフーリエマルチプライヤ
ーに対しては，ソボレフ空間の意味で n/2 を
超える滑らかさ及び微分に対する減衰評価
があれば，その作用素の有界性が保証される
というものである．ここで n は次元を表す．  
次に双線形の場合を考えよう．Coifman と

Meyer による双線形フーリエマルチプライ
ヤーに関する仕事は，間違いなく画期的なも
のであるが，精密化すべき点は残っている．
実際，有界性を保証するために用いられるマ
ルチプライヤーの微分評価は，初期の彼らの
証明では(4n + 1)次まで, その後(2n + 1)次ま
でに減らされたが, それでも線形の理論から
期待されるオーダーからはほど遠い．すると，
素朴な疑問として“ 双線形フーリエマルチ
プライヤー作用素が有界になるためには，い
ったい何次までの微分評価が必要か？”が生
まれる．この問題に対し申請者は，2010 の
論文において，双線形版の Hörmander のマ
ルチプライヤー定理を与え，その系として(n 
+ 1)次までの微分評価で双線形作用素の有界
性を導くことに成功した．そしてこの(n + 1)
次というオーダーは，双線形の場合には次元
を 2n と理解すべきであるから，次元の半分+ 
1 = (2n)/2 + 1 = n + 1 という線形の場合から
期待される自然なオーダーである． 
 しかし，2010 年の研究では，解決すべき
問題が多く残っていた．例えば，マルチプラ
イヤー作用素の有界性は，L^p×L^q → L^r, 
1/p+1/q=1/r, 1<p,q,r<∞, のみを扱っていた．
しかし，双線形(多重線形)特有の現象として， 
p, q が 1 以上であっても，移り先の空間の指
数が r が 1 を下回る状況が起こりうるし， p, 
q が 1 以下の場合に Hardy 空間に置き換え
られるかなど，このような状況の下での有界

性定理の精密化については未解決であった
ため，明らかにしたかった． 
 
（２）2 つ目の研究目的は，双線形擬微分作
用素の有界性を保証する擬微分作用素のオ
ーダーを決定することであった．研究開始当
時は，ρ=1 の場合にのみ，クリティカルなオ
ーダーのが知られていため，ぜひとも解決し
たかった． 
 
 
３． 研究の方法 
 
上 で 述 べ た (1), (2) の 問 題 共 に ，

Littlewood-Paley の不等式と，Hardy 空間に
おけるアトム分解を基本として研究を行っ
た．そして，次の項目で述べるように，興味
深い研究成果を得ることができた． 
 
 
４． 研究成果 
 
（１）双線形フーリエマルチプライヤーに対
しては，その有界性を保証するための滑らか
さの条件をソボレフ空間の意味で完全に決
定することに成功した ([雑誌論文, 3, 5, 
6] ). また，ソボレフ空間をベゾフ空間に置
き換える研究も行った ([雑誌論文, 7])． 
 
（２）双線形擬微分作用素に対しては，ρ=0
の場合には，有界性を保証する際の擬微分作
用素のオーダーを完全に決定することに成
功した ([雑誌論文, 4])． 
 
（3）Flag paraproduct と呼ばれる特異性の
強いフーリエマルチプライヤーに対し，3 線
形の場合にはの有界性がなりたつHardy空間
の指数をある意味で完全に決定した ([雑誌
論文, 1])． 
 
（４）弱い滑らかさの仮定の下での多重線形
フーリエマルチプライヤー作用素に対する
重み付きノルム不等式を得ることに成功し
た ([雑誌論文, 2, 8])． 
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