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研究成果の概要（和文）：非線形楕円型偏微分方程式の正値解の構造に関する研究を行った．特に，正値解のなす分岐
図式を研究した．主に２つの成果を得た．１つ目は，ディリクレ問題について領域を適切に変形することによって，分
岐図式内の分岐点で不完全分岐が起きることを証明した．２つ目は優臨界と呼ばれる楕円型方程式の正値球対称解のな
す分岐図式を研究した．ディリクレ問題については，ほぼ完全な分類理論を完成させた．ノイマン問題についてはスカ
ラーフィールド方程式に対し，部分的な結果が得られた．

研究成果の概要（英文）：I studied the structure of the positive solutions of nonlinear elliptic PDEs. In 
particular, I studied bifurcation diagrams. Mainly, two results were obtained. I proved that the 
imperfect bifurcation occurs in the bifurcation diagram of the positive solutions of the Gel'fand problem 
when the domain is perturbed. I almost completely classified the bifurcation diagrams of the positive 
radial solutions of the Dirichlet problem of supercritical elliptic PDEs in a ball. I obtained partial 
results about the bifurcation diagram of the positive radial solutions of the Neumann problem of the 
supercritical scalar field equation in a ball.

研究分野： 大域解析学
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１．研究開始当初の背景 
(1) 非線形楕円型偏微分方程式の正値解の
構造（分岐図式）は非線形項の増大度に大き
く依存していることが知られている．具体的
には，臨界ソボレフ指数と呼ばれる指数があ
り，それより非線形項の増大度が，小さい，
等しい，大きいに応じてそれぞれ，劣臨界（ま
たは亜臨界），臨界，優臨界（または超臨界）
と呼ばれており，解構造が異なっている．劣
臨界の場合は，古典的な変分法が有効で，こ
れまでの約５０年間にわたる研究で既に多
くのことが知られている．臨界の場合は，埋
め込み写像がコンパクト性を失うという問
題があるものの，９０年代に大きく発展した
爆発解析によって研究が進み，いろいろ解構
造があることが現在では知られている．一方，
優臨界の場合は，変分法などの有効な方法が
存在せず，その解構造は特殊ないくつかの例
（すべて Dirichlet 問題）を除いて未解明で
あった．また，埋め込みが存在しないことが
技術的理由なのか本質的理由なのかが明確
には意識されることは少なかったと思われ
る．そこで現在まで膨大な先行研究があるス
カラーフィールド方程式のNeumann問題の場
合について，優臨界の場合の解構造（分岐図
式）は興味ある問題であった．なぜなら，今
まで知られている劣臨界や臨界の場合の結
果と比較しやすいからである． 
 
(2) 非線形項が指数増大する楕円型方程式
は，(1)と同様に優臨界であるため Gel’fand
問題を除いて解構造は未知であった． 
 
(3) 非線形項の主要部が冪でも増大度が優
臨界の場合は，(1)と同様に Joseph-Lundgren
の研究や他のいくつかの先行研究を除いて
未知であった． 
 
(4) J. Shi 氏による研究によって，一般的な
写像において不完全分岐が起こるための関
数解析的な定理が既に知られていたが，定理
には「非退化条件」が仮定されていた．これ
は楕円型方程式では確認することが極めて
困難な条件であり，現実的には使用すること
が難しい定理であった． 
 
２．研究の目的 
楕円型偏微分方程式の研究において定性的
理論の新しい展開を模索し，新たな研究領域
を切り開くことが目標である．具体的には，
これまで注目されることが比較的少なかっ
た解の分岐構造に着目し，非線形項や領域と
の対応関係を明らかにする． 
(1)(2)(3) 球領域上の優臨界楕円型偏微分
方程式の正値球対称解の分岐構造を明らか
にする．具体的にはとり得る分岐構造を全て
列挙・分類し，非線形項と分岐構造との間の
対応関係を明らかにする．特に(1)の Neumann
問題の場合は，劣臨界の場合は，矢ヶ崎一幸
氏と筆者による先行研究で分岐図式が知ら

れている．臨界の場合は，Adimurthi 氏等の
研究で解構造が空間次元によって変わるこ
となどが知られている．そこで，優臨界の場
合を調べることによって，これらの先行研究
との違いを明らかにすることが目的である． 
 
(4) 確認することが難しい「非退化条件」の
代わりに，実際に応用するときに確認しやす
い条件を課して，不完全分岐定理を証明する．
さらに，非線形楕円型偏微分方程式の応用例
を提示する． 
 
３．研究の方法 
(1)(2)(3) 優臨界の方程式は非線形項の処
理にソボレフの埋め込み定理が使えないた
め一般的な変分法が適用できない．そこで，
球領域上の球対称解に限定することによっ
て偏微分方程式を常微分方程式に帰着させ
る．さらに，様々な先行研究から優臨界の場
合では，特異解が重要な役割を担っているこ
とが知られているので，特異解の性質につい
て詳しく調べる．分岐図式については特異解
と通常の解との交点数を用いて調べる． 
 
(4) J.Shi 氏の証明を参考に，非退化条件の
代わりとなる確かめることが可能な条件を
模索する．また零等高線の方法によって分岐
枝が大域的な性質を明らかにする． 
 
４．研究成果 
(1) 球領域上の優臨界スカラーフィールド
方程式のNeumann問題の正値球対称解の分岐
構造について研究した（雑誌論文①）．特に
増大度が臨界ソボレフ指数より大きく
Joseph-Lundgren 指数より小さい場合の分岐
構造を決定した．具体的には加算無限個特異
解が存在し，各特異解を持つ値の周囲で分岐
枝が無限個折り返し点を持つことが明らか
になった．よってパラメータが特異解の値に
等しいときは正値球対称解が無限個存在す
ることを示した．臨界ソボレフ指数より少し
大きい指数の場合については先行研究があ
るが，大幅に大きい指数の場合は皆無であっ
た．この研究は優臨界 Neumann 問題の分岐図
式の最初の例であり，Joseph-Lundgren 指数
の出現など分岐図式の研究に新たな視点を
与えるものになると思われる．増大度が
Joseph-Lundgren 指数より大きい場合につい
ては部分的な結果しか得られていないので，
今後の目標である．また，ユークリッド空間
以外の，近年注目されている球面上の領域や
双曲空間内の領域における楕円型方程式の
解構造ついても興味深い研究対象であり，今
後の課題である． 
 
(2) 球領域上の指数増大する非線形項を持
つ楕円型方程式のDirichlet問題の正値球対
称解の分岐構造について研究した（雑誌論文
②）．非線形項が指数関数の場合は空間次元
が３≦Ｎ≦９とＮ≧１０で構造が異なるこ



とが知られていたが，指数関数でなくても指
数増大する非線形項で適切な仮定の下で，同
じ分岐構造を持つことを示した．具体的には，
空間次元が３≦Ｎ≦９の場合は特異解の周
りで分岐枝が無限個折り返し点を持つが，Ｎ
≧１０の場合は，非線形項について適当な条
件の下，分岐枝の折り返し点は存在しないこ
とが明らかになった．従って，主要部が指数
関数ならば，低次の摂動によって解構造は大
きく変わらないことが分かった．この適切な
仮定を外し，任意の指数増大する非線形項の
場合の分岐図式の分類は今後の課題である．
また，Neumann 問題も今後の課題である． 
 
(3) 球領域上の非線形項の主要部が冪とな
る楕円型方程式の正値球対称解の分岐構造
に つ い て 研 究 し た （ 雑 誌 論 文 ④ ）．
Joseph-Lundgren によって非線形項が(u+1)p

の場合は，空間次元が３≦Ｎ≦１０とＮ≧１
１で２種類の構造があることが知られてい
たが，一般的な非線形項の場合には，これと
は別にもう１つ解構造があり，全部で３種類
あることを発見した．それらをタイプＩ，Ｉ
Ｉ，ＩＩＩと名付けた．そのうちタイプＩに
ついて次の決定的な結果を得た：増大度が
Joseph-Lundgren 指数未満ならば常に分岐図
式はタイプＩとなる．また，３種類の解構造
は特異解のモース指数と深く関係している
ことを明らかにした．タイプＩＩは，
Brezis-Vazquez による先行研究で非線形項
に関する十分条件が解明されている．最後の
タイプＩＩＩについて，このような例が実際
に存在することを示した．しかし，詳しい性
質の解明が今後の課題である． 
 
(4) 雑誌論文⑤は，解析的な一般的な写像に
おいて不完全分岐が起こるための関数解析
的な定理を証明した．この定理では「非退化
条件」の代わりに解析性が仮定されている．
これは実際の問題に適用するときに確認し
やすい条件である．さらにその定理を円環領
域における Liouville 方程式に適用し，領域
を摂動させることによって，不完全分岐が起
きることを証明した． 
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