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研究成果の概要（和文）：本研究では、世界最大規模の状態数（m~15000）をとったDMRG計算を実行し、これを質量ゼ
ロのディラック分散を持つハバード模型に応用した。相互作用が入ったときのこの系の二重占有率を調べた結果、我々
は転移が一つしかない事を見出した。我々の結果は金属-絶縁体転移が対称性の破れを伴う事を示唆している。また、
我々は２および３次元格子上で定義される磁性不純物問題に対する密度行列繰り込み群法も開発し、これをディラック
フェルミオンと結合した磁性不純物問題にも応用した。不純物上の局所帯磁率等を調べた結果、電子-ホール対称性が
ある場合には近藤遮蔽が起こらない事がわかった。

研究成果の概要（英文）：We have implemented state-of-the-art DMRG code, which can take world largest adapt
ed states, approximately m~15000.  We have then applied this code to interacting massless Dirac electrons 
described by a Hubbard type model.  Carefully calculating the double occupancy as a function of the on-sit
e Coulomb repulsion U, we have found that there is only one transition with U.  In the strong coupling lim
it, the ground state of this model becomes a symmetry broken state. Therefore, our result suggests that th
e metal-insulator transition is accompanied by symmetry breaking in this system. We have also developed th
e DMRG method for the magnetic impurity problem defined in the 2 and 3 dimensions, and the method has been
 applied to the magnetic impurity problem coupled with massless Dirac electrons. We have calculated local 
dynamical magnetic susceptibility and found that, in the particle-hole symmetric case, the Kondo screening
 is absent. 
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１．研究開始当初の背景 
 
(1) 電子間相互作用のある２次元格子模型に
対する数値計算手法、アルゴリズムには、ま
だ決定版と呼ばれるものは存在しておらず、
混沌としている。代表的なアルゴリズムには、
量子モンテカルロ法（QMC）、厳密対角化法
（ED）、および密度行列繰り込み群法
（DMRG）などがある。この中で、DMRG
は「繰り込み変換で残す状態数 m を大きくと
ればとるほど、厳密解に近づく」という基本
原理を持っている。しかしながら、現在
DMRG 計算で通常用いられている状態数 m
は、せいぜい数百から千のオーダーである。
事実、密度行列繰り込み群法の開発者である
S. R. White の研究グループでは、カゴメ格
子ハイゼンベルグ模型の基底状態を調べる
際、状態数を 5000 程度まで大きくして計算
を行っている[Yan et al., Science 332, 1173 
(2011)]。２次元電子系では、ハイゼンベルグ
模型等で表されるスピン系と比べて１サイ
ト当たりの自由度が多くなるため、さらに多
くの状態数 m をとる必要がある。 
 
(2) 相互作用のないハニカム格子系では、電
子密度が丁度ハーフフィリングとなるとき、
フェルミ準位近傍に線形分散が現れる事が
知られており、これらの系は、 質量ゼロの
ディラック方程式との類似性から“ディラッ
クフェルミオン系”と呼ばれている。ハニカ
ム格子模型の強相関効果については、近年、
京コンピュータを用いた大規模な QMC 計算
が行われ、金属-絶縁体転移は対称性の破れを
伴う事が示された[S. Sorella, Y. Otsuka, 
and S. Yunoki, Scientific Report 2, 992 
(2012)]。ただし、QMC 計算は電子-ホール変
換に対して系が不変な場合に限り有効であ
るため、一般の質量ゼロのディラックフェル
ミオン系において、金属-絶縁体転移が対称
性の破れを伴うか否かはわからない。特に、
金属-絶縁体転移が対称性の破れを伴わない
場合には、解析的な手法から、ギャップレス
量子スピン液体が実現するという興味深い
示唆もあった[e.g., M. Hermele, Phys. Rev. 
B 76, 035125 (2007)]。 
 
(3) 強相関効果のもう一つの重要課題として、
磁性不純物問題が挙げられる。これに関連し
て、近年、グラフェンにフッ素が吸着した場
合に、極低温まで常磁性を示すという結果が
報告されていた[R. R. Nair et al., Nature 
Physics 8, 199 (2012)]。グラフェンはハニカ
ム格子を構成しており、フェルミ準位付近の
状態は質量ゼロのディラックフェルミオン
で記述できる。これに起因して、グラフェン
のフェルミ準位近傍の状態密度はゼロとな
るため、通常の金属内で議論される磁性不純
物問題とは違った振る舞いを示す事が予想
される。 
 

２．研究の目的 
 
 本研究の目的は、上記の背景を元に、世界
最大規模の状態数 m（10000 状態以上）をと
れる世界最高水準の DMRG 計算を実装し、
これまで困難であっ２次元強相関電子系の
模型に応用することである。 
 まず、強相関電子系の模型として、ハバー
ド模型が挙げられる。ハバード模型とは、あ
る格子上で定義される模型で、電子が飛び移
り積分 t で格子上の各点（サイト）をつなぐ
ボンド間を飛び移る項と、電子が同じサイト
を占有したときに電子間が斥力 U を受ける
オンサイト斥力の項のみを取り入れたシン
プルな模型である。ハバード模型の性質は、
その格子の形状によって大きく変化するが、
本研究では、U=0 の時に質量ゼロのディラッ
クフェルミオン系として振る舞うような格
子系を考え、この系の電子密度がハーフフィ
リングのときに実現する金属-絶縁体転移に
ついて議論する事を目的とした。 
 これとは別に、２次元格子上で質量ゼロの
ディラックフェルミオンとして振る舞う伝
導電子と結合した磁性不純物問題も研究対
象とした。この有効模型は、磁性サイトのみ
で相互作用が働き、２次元格子上の伝導電子
は相互作用を無視して扱う模型である。 
 
３．研究の方法 
 
 本研究では２次元強相関電子系を調べる
為に DMRG を採用した。一般に、DMRG は
１次元系に対して有効な波動関数を生成す
るが、２次元電子系に適用した場合には、精
度が落ちる。これを改善するために、本研究
では、状態数を出来る限り大きくとる事を目
標に掲げ、m=15000 までとった計算を実行
する事に成功した。 
 また、図１(a)、(b)に示すように、DMRG
を２次元系に拡張する際には、すべてのサイ
トを通る経路を考え、その経路に沿って計算
を行う。このときの経路の取り方にも計算の
収束性が変わる。いくつかの経路の取り方に
ついて試した結果、図 1(a)、(b) の二つの系
では、図に示すようなパスに沿って計算を行
うと波動関数の収束性が良くなる事がわか
った。 

図１：(a)帯型、(b)三角形型にクラスターを
とった三角格子ハバード模型の格子。太い
橙色の矢印は DMRG 計算における最適な
経路を示す。(b)における L は三角形の一辺
のサイト数を示すものとする。 

 



 図１(b)の経路をとった場合の計算につい
て、各状態数に対する捨て去った密度行列の
重みPmと基底状態エネルギーEmの典型的な
振る舞いを図２に示す。Pm=0 の時に Emは厳
密な値となる。Pmに対して Emは線形に振る
舞っている事が見て取れる。 
 

 
図２：各状態数 m に対する捨て去った密度
行列の重み（Discarded Weight, Pm）と基
底状態エネルギー（Ground state energy 
Em）。図１(b)で示される 36 サイトの系で、
パラメータは t=1、U=5 で、電子数はハー
フフィリングにとった時のもの。 

 
４．研究成果 
 
本研究課題では、次の(1)(2)に示す二点を明
らかにした。 
 
(1)三角格子ハバード模型の格子は、上向き
と下向きの三角形から構成されている。そこ
で、上向きの三角形の周りの辺を掛け合わせ
ると正、下向きの三角形の周りの辺を掛け合
わせると負になる格子を考え、これを交替フ
ラックス三角格子ハバード模型とよぶ事に
する。まず、この模型は U=0 で線形分散が
実現するため、質量ゼロのディラックフェル
ミオン系となっている。従って、U=0 で基底
状態は金属状態を示す。他方、U が非常に大
きいときには、摂動理論によって、三角格子
ハイゼンベルグ模型に帰着される事がわか
る。三角格子ハイゼンベルグ模型の基底状態
は１２０度ネール構造という対称性の破れ
た状態になると言われている。したがって、
U=0 から U を大きくして行くと、ある U で
対称性が破れる事と、金属-絶縁体転移が起
こる事がわかる。 
 そこで、これを見る為に、我々は DMRG
法を用いて基底状態の“二重占有率”と呼ば
れる量を、U の関数として調べた。系の大き
さは最大３６サイトまで大きくし、DMRG
計算の状態数は m=15000 までとって計算を
実行した。なんらかの転移がある場合には、
この二重占有率が U の関数として特異性を
持つ事が期待されるが、我々の解析結果は特
異性が一つしか起こらない事を示した。すな
わち、これは金属-絶縁体転移と同時に対称
性の破れが起こっている事を示唆している。
また、我々の得た二重占有率の振る舞いは、

変分モンテカルロ計算で得られる金属-絶縁
体転移近傍で見られる二重占有率の振る舞
いとよく一致していた。 
 この研究成果は、ハニカム格子で行われた
先行研究の結果と合わせると、磁気秩序が違
うものであるにも関わらず、ディラックフェ
ルミオン系では対称性の破れなしに金属-絶
縁体転移が起きていない事を示唆する点で、
非常に興味深い結果である。ただし、交替フ
ラックス三角格子ハバード模型は、あらわな
電子-ホール対称性はもっていないが、状態
密度は電子-ホール対称性をもっている。従
って、フラストレーション等を考慮して、電
子-ホール対称性を破った場合に、対称性の
破れない絶縁相、すなわち、量子スピン液体
相が実現するか否かは、興味深い話題であり、
今後の進展が期待される。 
 
(2)我々は、磁性不純物問題に DMRG 計算を
適用するため、Lanczos 基底を用いた一次元
マッピングの方法を導入した。これにより、
任意の次元の任意の格子上で定義される磁
性不純物問題に、DMRG を適用する事が可
能となった。そこで、これをハニカム格子上
のあるサイトと磁性不純物が結合している
問題に適用した。これは、グラフェンに磁性
不純物が吸着したときの有効模型と見なす
事ができる。 
 本研究では、磁性不純物上の電子密度、帯
磁率、状態密度などをパラメータの広い範囲
に渡って計算し、基底状態相図を明らかにし
た。その結果、模型に電子-ホール対称性が
ある場合には、常に近藤遮蔽が起きない事、
および、電子-ホール対称性を強く破った場合
には、繰り込み群理論で予想された非対称強
結合状態となる事がわかった。また、帯磁率
の計算から、近藤遮蔽が起きない領域では、
スピン 1/2 の自由スピンが残っている事が示
された。この事は、近年、実験的に報告され
た、グラフェンにフッ素が吸着した場合に、
極低温までスピン 1/2 の常磁性として振る舞
うという事実と一致している。 
 我々の開発した磁性不純物模型のための
DMRG は、任意の磁性不純物問題を解くこ
とができる。近年、強相関電子系の第一原理
電子状態計算法として有用と考えられてい
る動的平均場理論の不純物ソルバーとして
も有用であり、今後の発展が期待できる。 
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