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研究成果の概要（和文）：特異性をもつ関数を含む微分方程式や積分方程式は，物理・化学などでしばしば現れ
るが，特異性のために数値シミュレーションが難しく，既存の汎用手法ではうまく扱えない．仮に既存手法を適
用したとしても，従来通りの性能が出なかったり，そもそも解に収束する保証がなかったりした．そこで本研究
では，特異性に強いSinc数値計算法をベースとした研究を行い，非常に高い性能をもつ数値解法を開発し，さら
に理論的に動作保証も行った．

研究成果の概要（英文）：Differential equations and integral equations with singularities often arise
 in physics and chemistry, but numerical simulation of those equations is difficult by means of 
existing general numerical methods. For such equations, existing methods cannot achieve their usual 
performance, and there is no theoretical support of convergence to the solution. This study 
developed a highly efficient numerical method based on the Sinc numerical methods, which are robust 
and efficient for singularities. This study also gave theoretical support of the proposed method.

研究分野：数値解析

キーワード： 数値解析
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１．研究開始当初の背景 
 自然科学・工学において現れる問題は陽に
解を求めることは困難であることが多く，コ
ンピュータを用いて近似計算・シミュレーシ
ョンを行うのが通常であり，そのために様々
な汎用技術が開発されている．特に有名なも
のが Spline 補間という方法であり，Matlab
や Scilab など著名なソフトウエアにもルー
チンが実装されている． 
 ただし，物理・化学などで現れる問題では，
鋭いピークのような特異性をもつことがあ
り，この場合汎用技術ではうまく対応できな
い．例えば Abel 積分や Riemann-Liouville
の非整数階積分などと呼ばれる， 

1
Γ(α)

f (x)
(x− t)1−α0

xò dt (1) 

が含まれた積分方程式や，式(1)を xで微分し
た形（非整数階微分）が含まれた微分方程式
は，熱伝導，拡散過程，粘弾性，超流動，浸
透膜など，物理や化学の様々な問題に現れる．
ところが被積分関数の分母からわかるよう
に，これは積分区間の端点 t = xで被積分関
数が発散するという特異性をもち，またそれ
に起因して，実は方程式の解も一般に計算区
間の端点で微分不可能な特異性をもつとい
う困難がある． 
 ところが，扱う関数は端点では特異性があ
るものの，区間の内部では性質の良い「解析
関数」になることが多く，その場合には Sinc
数値計算法（略して Sinc 法）と呼ばれる関
数近似技法が非常に有効である．実際研究代
表者は，式(1)（非整数階積分）や，式(1)を微
分した形（非整数階微分）に対し，数式展開
により Sinc 法を適用できる形に持ち込むこ
とで，これまでになく速く誤差が減少する近
似法の開発に成功した．これは特異性をもつ
方程式に対する数値解法を開発する際のベ
ースとして有望な手法と言える． 
 一方，特異性をもたない性質のよい微分方
程式や積分方程式に対しては，既に Sinc 法
に基づく数値解法が提案されている．ただし
それらの既存研究では，大きく分けて(I)実用
的には数値解法を実装することが困難，(II)
実行可能性や解の収束性が不明，という 2つ
の問題点があった．(I)の理由は，実装にあた
り方程式の解の性質を必要とする（が通常は
解は未知関数である）ことである．(II)の理
由は，解くべき連立 1次方程式の可解性が不
明であることである．既存研究の中には，(I)
のために方程式の解が既知であることを前
提にしたり，(II)のために計算区間が十分に
小さいことを仮定したりするものもあるが，
これらは現実的な仮定とは言えないことに
注意すべきである．そのため，いまだ実用的
とは言いがたい状況であった． 
 それに対し，研究代表者はこの分野に作用
素論の視点を持ち込むことで，上記の難点(I)
と(II)が現実的な仮定の下で解決されること
を数々の方程式に対して示した．具体的には

それぞれ，実装に必要な情報は既知の関数か
ら得られること，また連立 1次方程式はサン
プル数 N を大きくすれば必ず一意可解にな
ることを示した．これらの理論動作保証によ
り，実用化に大きく近づけたと言える． 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は，特異性がある場合に対し
ても超高性能さを発揮すると期待される
Sinc 法に基づく数値解法（Sinc スキーム）
を，実際に開発した上で理論動作保証も行う
ことである．現在の Sinc スキームの状況を
表 1に示す． 
 
表 1. Sincスキームの難点の状況． 
方程式 難点 I 難点 II 

積分方程式 解決済 解決済 
微分方程式 解決済 解決済 
微分・積分方程式 解決済 解決済 
特異性をもつ積分方程式 解決済 本研究 
特異性をもつ微分方程式 本研究 本研究 
特異性をもつ微分・積分方
程式 

本研究 本研究 

 
 表 1の上の三つの方程式が特異性をもたな
い場合，下の三つの方程式が特異性をもつ場
合である．特異性をもつ積分方程式に対して
は難点(II)が解決されていないため，そこを
解決し理論動作保証を完全にする．次の特異
性をもつ微分方程式や微分・積分方程式に対
しては，スキームの開発と理論動作保証を共
に行う．また，Sinc法を適用できる他の問題
にも随時取り組み，応用を広げる． 
 
３．研究の方法 
 研究代表者は，これまでの研究実績として，
特異性のある式(1)に対する高性能な近似公
式の開発を行っており，また表 1に挙げたよ
うに Sinc スキームの難点を特異性がない場
合について解決している．本研究では，この
ようなこれまでの研究代表者の成果に基づ
き，表 1の下の三行に挙げた方程式にも結果
を拡張する方法をとる． 
 ここで重要な点として，特異性のない方程
式と特異性がある方程式でスキーム設計の
方針が違う部分に注意すべきである．例えば
特異性のない積分方程式の場合，積分を不定
積分と考えて近似してスキームを導出して
いるが，特異性がある方程式の場合その方針
では難しく，積分を定積分と考えて近似して
スキームを導出する必要がある．その違いに
よって，スキームの理論動作保証の道筋にも
違いが現れるので，特異性のない方程式の場
合との差分をきちんと把握してギャップを
補い論証を進める必要がある． 
 特異性をもつ積分方程式の場合が解決で
きれば，特異性をもつ微分方程式や微分・積
分方程式の場合は比較的スムーズに研究が
進むはずである．ここでのアイディアは，与
えられた方程式を積分することで，積分方程



式の形に帰着することである．それによって
積分方程式に対する研究結果を有効に活用
できると期待できる． 
 ただし理論研究だけでなく，説得力を上げ
るためには数値実験データによる検証も必
須である．特に特異性をもつ方程式は，積分
を不定積分でなく定積分と考えて近似する
ことに起因して，特異性をもたない方程式に
比べ計算量が必要となる．そのため比較的高
性能な計算サーバを構築し実験を行う． 
 
４．研究成果 
 ほぼ計画通りに研究が進み，以下の成果を
得た． 
(i)特異性をもつ積分方程式に対するSincス
キームに対して理論解析を行い，難点(I)と
難点(II)を解決した． 
(ii)特異性をもつ微分方程式（非整数階微分
方程式）の初期値問題に対する Sinc スキー
ムを提案し，また理論解析により難点(I)と
難点(II)を解決した． 
(iii)特異性をもつ微分・積分方程式の初期
値問題に対する Sinc スキームを提案し，ま
た理論解析により難点(I)と難点(II)を解決
した． 
 また，関連するテーマとして，以下の成果
も得た． 
(iv)式(1)のように，主に代数的な特異性を
もつ場合について考えていたが，対数的な特
異性をもつ場合について，近似公式の導出お
よびその誤差評価を与えた． 
(v)微分・積分方程式を積分方程式に帰着す
る際，二重積分が現れるため，特異性をもつ
二重積分の近似公式の導出およびその誤差
評価を与えた．また，極座標変換と組み合わ
せた場合の性能評価も行った． 
(vi)特異性をもつ多角形領域のラプラシア
ンの固有値の精度保証を行った． 
(vii)Sinc 法は境界の取り扱い方法に様々な
流儀があるが，それらについて誤差評価を明
示的に与えて比較し，どれも大きな違いはな
いことを示した． 
 さらに，Sinc 法を有限区間でなく無限区間
に応用範囲を広げるための研究も行い，以下
の成果を得た． 
(viii)半無限区間や全無限区間における
Sinc 法による様々な近似公式に対し，精緻な
誤差上界を与えた． 
(ix)(viii)の応用として，ガンマ関数や，変
形 Bessel 関数の精度保証付き数値計算法の
開発を行った． 
(x)半無限区間において用いられていた変数
変換の改善を行い，理論解析により収束性能
が向上することを示した． 
 また Sinc 法より高性能な近似法の開発に
関する研究も行い，以下の成果を得た． 
(xi)「Hardy 空間」に属する関数に対し，Sinc
法よりも高性能な近似法を開発した． 
(xii)(xi)の近似法に基づき，Sinc 法よりも
高性能な積分近似公式を開発した． 
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