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研究成果の概要（和文）：超大規模有限要素解析を実用化するために，ヘテロジニアス型分散メモリ並列処理に
適した領域分割型反復法アルゴリズムの研究開発を行った．特に，GPGPUやメニーコアCPUに対する最適実装，複
数材料モデルに有効なScaled-BDD法，電磁場解析における複素対称線形方程式に有効なMINRES-like_CS法などを
提案した．これにより，数十億自由度規模モデルを用いた高周波電磁場解析の実用化に成功した．

研究成果の概要（英文）：For practical use of ultra-large-scale finite element analysis, a 
heterogenous distributed-memory parallel iterative algorithm based on the domain decomposition 
method has been studied. In particular, an optimization implementation of the DDM on the GPGPU and a
 many-core processor, a Scaled-BDD method for multiple-material model, and a MINRES-like_CS method 
for solving complex symmetric linear systems arising from electromagnetic analysis have been 
developed. As the result, a high-frequency electromagnetic field analysis with tens of billions 
degrees of freedom model has been successfully solved within a practical time limit.

研究分野： 計算力学
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ィング　超大規模計算　CPU-GPUハイブリッド並列処理
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
2012 年稼働予定の 10 ペタフロップス級ス

パコン「京」をはじめとして，今後は同規模
のスパコンが国内外に多く設置される見込
みであり，さらにエクサスケール級スパコン
の開発も開始されている．これらのスパコン
を構成する次世代計算機はメニーコア CPU
や GPU などの拡張演算装置を含んだヘテロ
ジニアス型分散メモリアーキテクチャにな
ることが予想され，大規模解析を高効率に実
現するためには，その計算機アーキテクチャ
に適した数値計算法アルゴリズムの開発が
必要とされる．特にものづくり分野において
は，偏微分方程式に有限要素法などを用いた
際に現れる，大規模で疎な係数行列を持つ連
立一次方程式向けに反復法並びに前処理法
が重要となる． 
しかし，大規模解析かつヘテロジニアス型

分散メモリ並列環境では，従来の逐次処理，
もしくは共有メモリ並列処理で開発されて
きた不完全コレスキー分解法などの強力な
前処理法をそのまま実装することは困難で
あり，そのような前処理法の利用を前提とし
た従来の反復法では収束解が得られない可
能性がある．大規模解析に有効な手法として，
マルチグリッド法などもあるが，数兆自由度
規模解析や数十万並列処理においては，コー
スグリッド修正自体が困難になることが予
想され，やはり従来通りの収束性や実行効率
を得ることは困難であると考えられている．
つまり，今後のエクサスケール級スパコン上
において実用可能な反復法の見通しは立っ
ていないのが現状である．さらに，国民を守
る実用的な超大規模解析とは，強い地震動下
において塑性が大きく進行していく非線形
問題，医療用 MRI や携帯電話などにおいて
磁場が生体に与える影響を評価する磁場解
析で現れる非正則問題や複素数問題など，単
純に線形方程式が超大規模になるだけでは
ないため，それらを効率的に解くことも考慮
した並列反復法アルゴリズムの開発が必要
不可欠である．  
 
２．研究の目的 
エクサスケール級の演算性能を持つ大型

並列計算機システムで解決されるべき数兆
から百兆自由度規模の超大規模解析を実用
時間内で実現するために，ヘテロジニアス型
分散メモリ並列処理に適した領域分割型反
復法アルゴリズム及び前処理法を研究開発
することで，超大規模数値解析の安定化と高
速化を同時に実現するものである． 
特に，有限変形構造問題で生じる強い非線

形性や，磁場問題で生じる非正則や複素数問
題などを対象とすることで超大規模解析の
実用化研究に重点を置く．本研究の最終目標
として，数兆自由度規模以上の磁場-構造連成
解析を可能とする並列反復法解析システム
の確立を目指す． 
 

３．研究の方法 
本研究は以下の項目に分けて実施した．項

目 a) ヘテロジニアス型分散メモリ並列に適
した領域分割型反復法の研究，項目 b) 非線
形・非正則・複素対称に適した領域分割型反
復法の研究，項目 c) 1 兆自由度規模解析の
実現研究，項目 d) ヘテロジニアス型分散メ
モリ並列に適した BDD 前処理の研究，並びに
項目 e) 実用問題への適用による有用性評価
である．特に前半 2年間で a)，b)の一部，及
び c)を実施し，後半で b)の一部，d)，及び
e)を実施する．研究前半期は小規模 PC クラ
スタや名古屋大学情報基盤センターのスパ
コンなどを利用して研究を進め，後半期は
「京」やその他の最先端スパコンを利用して
実施した． 
 
４．研究成果 
（１）平成 24 年度には以下の成果が得られ
た． 
ヘテロジニアス型計算機アーキテクチャ

としてGPUを搭載した並列計算機を対象とし，
領域分割型反復法の実装及び基礎的性能評
価を行った．GPU 向けには，CUDA，CUBLAS 及
び CUSPARSE を用いた共役勾配法の実装を行
った．これにより，CPU1 コアに比べて 6倍の
高速化に成功した．また，OpenMP の動的スケ
ジューリング機能を用いたCPUマルチコアと
GPU に対する動的負荷分散に成功した．これ
により，非構造格子 FEM の CPU-GPU ハイブリ
ッド並列計算に成功し，マルチコア CPU のみ
に比べて，マルチコア CPU-GPU ハイブリッド
計算によって約 2倍の高速化に成功した． 
次に，磁場解析を対象に，非正則や複素対

称問題に対応した領域分割型反復法を開発
した．大規模電磁界解析における反復法の収
束性を数値実験で評価し，従来有効とされて
きた CG法系よりも CR系に優位性がある知見
が得られた．特に，非正則問題である非線形
静磁場向けに DDM-MINRES 法アルゴリズムを
整備し，さらに，複素対称問題である高周波
電磁場向けに DDM-CSMINRES 法を開発し，そ
れぞれにおいて収束性の改善と計算の高速
化に成功した． 
また，計算機開発動向について調査し，メ

モリバンド幅性能が演算性能に比べて相対
的に低下する可能性が高いことが得られた．
よって，提案手法の要求 B/F 値を求め，複数
の計算機で性能測定を行うことで，理論演算
性能とメモリスループット値を用いた計算
時間の予測が可能となった． 
さらに，100 億自由度規模構造解析を目標

として数値計算アルゴリズムを見直すこと
で，超大規模解析を実施した．特に，部分領
域問題解析に Eisenstat 技法による SSOR 前
処理付き反復法を適用するなど，省メモリ化
及び実装最適化を行った．これにより，世界
トップレベルとなる1,000億自由度規模解析
に成功した． 
（２）平成 25 年度には以下の成果が得られ



た． 
ヘテロジニアス型計算機アーキテクチャ

としてメニーコアコプロセッサを搭載した
並列計算機を対象とし，領域分割型反復法の
実装及び基礎的性能評価を行った．メニーコ
アコプロセッサは Intel 社 Xeon Phi を対象
とし，ネイティブ実行モデルによる有限要素
解析の性能評価を行った．これにより，疎行
列ベクトル積部分は非常に高い台数効果が
得られ，4 コア CPU に比べて 3.5 倍の高速化
が得られることが分かった．しかし，要素行
列の重ね合わせ処理など並列化に適さない
部分は計算時間が増加するため，計算全体と
しては 3 倍の高速化にとどまった．さらに，
前年度構築した OpenMP 並列版領域分割法の
性能評価を行った．これにより，メニーコア
では CPUに比べて計算時間が 1.5倍に増加す
ることが得られた．これは，メニーコアアー
キテクチャではコアあたりのメモリバンド
幅がCPUに比べて小さくなることが原因であ
り，アルゴリズムの変更を検討する必要があ
ることが分かった．  
次に，磁場解析向けに複素数演算の高速化

を行った．従来の構造体配列(AoS)型から，
C99 規格の complex 型に変更することで，コ
ンパイラによる SIMD 化が促進され，複素数
四則演算が Intel プロセッサにおいて 2～4
倍，SPARC64 プロセッサにおいて 5～10 倍の
高速化が可能であることが得られた． 
さらに，超大規模自由度解析として，1,000

億自由度規模解析の高速化を行い，約 11.6
時間で成功した．また，1 兆自由度解析の実
現に向けたメッシュ規模の予測を行った．こ
れにより，4 面体 2 次要素を用いた構造解析
において約 3,500 億要素，4 面体辺要素を用
いた磁場解析において約5,200億要素が必要
となることが分かった．  
（３）平成 26 年度には以下の成果が得られ
た． 
磁場構造連成解析に向けて，電磁界解析向

けの領域分割型反復法の開発を行った．特に，
収束性が悪いことで知られるFull-wave電磁
界解析を効率化するために，複素対称行列を
係数に持つ連立1次方程式向け反復法として
DDM-MINRES-like_CS 法を開発した．これによ
り，約 2千万自由度規模の高周波電磁波解析
において従来から用いられる DDM-COCG 法と
比べて計算時間を7割削減することに成功し
た． 
また，BDD 法の高速化に向けて，並列計算

アルゴリズムの見直しを行った．数値実験を
行った結果，coarse 問題解析がボトルネック
である，そのためには領域分割法の多階層化
が避けられないことが明らかになった．そこ
で，多階層領域分割法の有効性を確認するた
めに，計算ノード 1台によって BDD 法で解く
ことができる問題規模の限界を調査した．こ
れにより，32GiB メモリを搭載した近年の計
算ノード 1台によって 1千万自由度規模問題
解析を約 2 分で完了できることが分かった． 

さらに，超大規模自由度解析に向けて，ハ
イブリッド並列メッシュ細分割ツールの開
発を行った．これにより，1 兆自由度規模メ
ッシュの生成を行い，名古屋大学 FX10 を用
いて 90 時間程度で成功した．一方で，その
規模の入出力データをストレージに出力す
ることが困難であることが分かった．そこで，
1 兆自由度規模シミュレーションデータの操
作を効率化するために，多階層精度圧縮数値
記録を用いたデータ圧縮技法を実装した．こ
れにより，有限要素解析データにも有効であ
ることが分かり，1 兆自由度規模解析の準備
が整った． 
また，ヘテロジニアス型コンピューティン

グとして，x86 系 CPU と GPU の混在環境を対
象とし，領域分割型反復法について，疎行列
格納方式の違いによる計算時間を評価指標
とし，性能評価を継続して実施した． 
（４）平成 27 年度には以下の成果が得られ
た． 
電磁場解析の高速化として特に，A 法時間

調和渦電流問題解析向けにクーロンゲージ
条件を満たすよう Lagrange 乗数を導入した
不定性のない定式化に反復型領域分割法を
適用し，インターフェース問題の収束性を大
幅に改善することに成功した．これにより，
1 億自由度規模を超える大規模解析が可能と
なった． 
また，E 法高周波電磁界解析向けに，異材

境界の平滑化処理を伴ったボクセルデータ
の自動メッシュ分割技術を開発した．これに
より，CT 等の医療画像から生成された 3次元
人体モデルのボクセルデータを用いた人体
内電磁界解析において，骨や臓器などの異材
境界付近における電界ノイズを低減し，高精
度化することに成功した． 
また，BDD 法の高速化として，複数材料向

けアルゴリズムを整備した．地盤を含む RC
橋脚モデルや建屋を含む原子炉圧力容器モ
デルなどの重要構造物の有限要素解析に適
用し，反復回数を大きく削減することに成功
した． 
また，1 兆自由度規模有限要素解析の実現

には現在の計算機システムではストレージ
容量不足が生じることが分かり，多階層精度
圧縮数値記録の有限要素解析における性能
評価を行った．変位や応力の圧縮率，圧縮さ
れた変位が応力の計算精度に与える影響な
どを評価した結果，可視化や分析に有用な情
報を保持したままで1/3以下に圧縮できるこ
とが明らかになり，将来の超大規模自由度数
値計算のデータ保存に有効な技術であるこ
とが示された． 
さらに，近年のメニーコア型コンピューテ

ィングにおける反復型領域分割法として，部
分領域ループと行列の行ループのそれぞれ
でスレッド並列化した場合の性能評価を実
施し，将来の計算機には部分領域ループ並列
が計算時間面で優れていることが分かった．
また，ルーフラインに基づく性能予測と L2



キャッシュ容量を考慮した分析を行った結
果，最適な領域分割数にはキャッシュメモリ
サイズが大きく影響してくることが分かっ
た． 
（５）平成 28 年度には以下の成果が得られ
た． 
電磁場解析の高速化を継続して実施した．

特に，準定常渦電流問題や高周波電磁界問題
において辺要素有限要素法を適用した際に
得られる複素対称線形方程式に対し，エルミ
ート行列向け解法である MINRES 法を複素対
称拡張した MINRES-like_CS 法について，そ
の有用性を評価した．TEAM29 モデルを用いた
高周波電磁界に関する数値実験により，共振
周波数においては COCG 法などでは収束性が
悪化することが知られているが，提案する
MINRES-like_CS 法によってその影響を小さ
くすることに成功した．また，導電率の値も
行列の性質に影響するが，MINRES-like_CS 法
を用いることで導電率の値に影響しない収
束率を得ることに成功した．これにより，高
周波電磁界解析分野においてロバストな収
束性を持つ反復法が開発されたと言える． 
さらに，電磁場解析へのバランシング領域

分割法の応用研究を継続して行った．静磁場
問題向けのcoarse行列構築法を提案したが，
数値実験の結果として簡易的な対角スケー
リング前処理に対する優位性は得られなか
った．本項目は研究期間終了後にも継続して
の研究開発が必要と言える． 
また，超大規模解析におけるストレージ容

量不足問題を解決するために，多階層精度圧
縮数値記録の有限要素解析における性能評
価を継続して行った．弾性解析に関する数値
実験により，許容誤差が 0.01 より小さけれ
ば可視化画像に与える影響は無視できるこ
とを明らかにした．また，許容誤差と動解析
におけるリスタート解析の影響についても
調査し，許容誤差とリスタート間隔における
関係性を明らかにし，動解析リスタートファ
イルに対してもデータ容量削減が可能であ
ることを示した． 
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