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研究成果の概要（和文）：本研究では，行列ランク最小化問題を扱い，効率良く近似解を与える手法を提案した．同問
題は多くの制御系設計問題を含む問題であるが，NP困難な問題である．本研究では，設計変数行列の零空間に着目した
Null Space based Alteranating Optimization (NSAO)法と，特異値分解に基づくアルゴリズムIterative Partial Mat
rix Shrinkage（IPMS）法の２種類の方法を提案した．両者ともに他の手法に比べて効率良く低ランク解を与えること
が数値例により確認されている．IPMS法は大規模問題に対応可能であるという特徴がある．

研究成果の概要（英文）：This work dealt an algorithm for the matrix rank minimization problem, which is 
NP hard in general while it has a lot of applications, and has proposed null space based alternating 
optimization (NSAO) algorithm and iterative partial matrix shrinkage (IPMS) algorithm. Numerical examples 
show that both algorithms provide low-rank solutions efficiently and that IPMS algorithm can be applied 
to huge size problems.

研究分野： 制御理論
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１．研究開始当初の背景 
	 数理計画問題の一種に行列ランク最小化
問題と呼ばれるがある．ある凸制約下で設計
変数となる行列のランクを最小化するよう
な問題である．この問題は，制御系同定にお
けるモデル次数の低次元化，次数推定，デー
タマイニングで利用される協調フィルタリ
ング，画像修復や動画像修復，ハイブリッド
システムの同定問題，画像のセグメンテーシ
ョン問題などの多くの問題へ応用されてい
る．しかしながら，行列ランク最小化問題は
組合せ的な難しさを含み，一般には NP困難
な問題であるため，短い時間で厳密解を求め
ることは難しい．いくつかの発見的手法，例
えば，行列の核ノルム(nuclear norm)最小化
に基づく方法，PFアプローチ，SVT(singular 
value thresholding)アルゴリズム，定点反復
法に基づくアルゴリズムなどが提案されて
いる．行列の核ノルムが行列ランクの良い下
界を与えることが示され，さらに，核ノルム
最小化問題が凸最適化問題であることから，
多くの手法は行列の核ノルム最小化問題に
基づいて低ランク解を導出する手法を与え
ている．しかしながら，問題が難しい問題で
あるときに低ランク解を与えないことや，問
題規模が大きくなったときに計算時間が膨
大になるという問題がある．また，核ノルム
最小化では特異値の和を最小化するため，信
号修復問題に適用すると，信号全体のエネル
ギーが小さくなり，正しく信号が修復されな
いという問題がある．そこで，これらの問題
を解決する手法が望まれている． 
 
 
 
２．研究の目的 
	 本研究では、以下のような行列ランク最小
化問題の解法を与えることを目的とする． 
 

Minimize rankX subject to X 2 ⌦ 
 

X は行列であり，上記問題の設計変数であ
る．集合Ωは変数 X に対する制約を表し，
一般には凸集合であることが多い．本研究
では，特に制御系設計問題における行列ラン
ク最小化問題について研究し，効率の良い解
法を与えることを目指す．  
 
 
 
３．研究の方法 
	 行列ランク最小化問題を解く数値解法と
して，核ノルム最小化問題の解法である内点
法に基づくアルゴリズムではなく，高速に解
くことができる繰り返しアルゴリズムの導
出を行う．さらに，GPU コンピューティン
グを利用した並列計算アルゴリズムを導出
する．	 
	 
	 

４．研究成果	 
	 行列ランク最小化問題を解く手法として，
NSAO(null	 space	 based	 alternating	 
optimization)法と，IPMS(iterative	 partial	 
matrix	 shrinkage)法の２つの方法を導出し
た．	 
	 NSAO 法はランク最小化問題を解く代わり
に，以下の問題を解く手法である．	 
	 

	 
この問題はランク最小化問題の良い近似解
を与える．行列 Wは行列 Xの零空間行列に対
応し，この零空間行列のランクを最大にする
ように最適化することで行列 Xのランクを最
小化する問題である．同問題は，非凸最適化
問題であるが、図１のような繰り返し計算
により効率良く解くアルゴリズムを提案し
た．GPU コンピューティングを利用した
並列計算化が容易なアルゴリズムで，GPU
上に実装することで高速化可能であること
を確認している．	 

図１．NSAO法 
 

	 
上記の NSAO 法は，問題のサイズが大きくな
るとメモリ使用量が膨大になるという欠点
がある．特に GPU 上に実装する場合は，メモ
リ容量と，CPUとGPU間での通信の増大から，
メモリ使用量が計算高速化へのネックとな
る．そこで本研究では，メモリ使用量を大幅
に削減可能なIPMS法を提案した．IPMS法は，
特異値分解に基づくアルゴリズムで，図２に
示す Algorithm	 1 と図３に示す Algorithm	 2
から構成されるアルゴリズムである．	 
	 

図２．IPMS 法（Algorithm	 1）	 

Minimize kXWk2F + �kWk2F
subject to X 2 ⌦



図３．IPMS 法（Algorithm	 2）	 
	 
Algorithm	 1 は，行列 X の特異値のうち主要
でない特異値の和を減らすアルゴリズムで
ある．具体的には，主要でない特異値から小
さい値を引き算し，主要でない特異値の和の
劣微分方向に更新することによって，特異値
の和を減少させている．ただし，制約条件を
満たす必要があるため，制約条件を満たす平
面に射影しながら更新を行うアルゴリズム
である．Algorithm	 1 では，特異値のうち，
どの特異値が主要な特異値で，どの特異値が
主要でない特異値であるかを知る必要があ
る．そこで，Algorithm	 2 により，どの特異
値が主要であるかを推定している．この２つ
のアルゴリズムにより，IPMS 法は行列ランク
最小化問題を解いている．	 
	 本研究最大の成果として，IPMS 法は行列ラ
ンク最小化問題のλ近似解と呼ばれる解を
与えるか，以下の問題の局所最適解を与える
ことを示した．	 
	 

	 
λ近似解とは，得られた解の０でない特異値
のうち，λ以下の特異値を０に丸めたとき，
最適解を一致するような解のことである．
IPMS 法における特異値分解は，乱数を用いた
近似計算を利用することが可能であり，同手
法は大規模な問題に対しても適用可能なア
ルゴリズムである．数値実験により，他の手
法に比べて難しい問題を解くことと，高速に
解けることを示した．また，メモリ 1TB の PC
を利用することで，1,000,000×10,000 の行
列に対する行列完成問題が解けることを示
した．	 
	 本研究では，上記の提案手法を制御系の同
定問題，画像修復問題，動画像修復問題に適
用した．それぞれの応用事例において，既存
手法よりも良い結果が得られることを示し
た．また，それぞれに適するように修正した
手法も提案した．	 
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