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研究成果の概要（和文）：4次元多様体の局所変形（コルク、プラグ）に関する研究を行い、無限個のエキゾチック多
様体を構成した。プラグの変種を用いることで、多くのエキゾチック構造の変種についての考察をした．負定値のスピ
ン多様体をバウンドする4次元多様体を見つけた．スライスリボン予想に関する研究を行い、リボン円盤に関するリボ
ン特異点の拡張としてスライス円盤に対してある種の特異点集合を見出した．
レンズ空間手術に関する研究を山田裕一氏と行い、トーラス結び目とその他の結び目と組み合わせてできる4次元多様
体の解析を行った．結び目から作られるレンズ空間の分類を連分数展開を用いて行った．負定値多様体の中の向きづけ
不能曲面の研究を行った．

研究成果の概要（英文）：I studied some types of the local deformation of 4-manifolds by using Cork and Plu
g. I constructed infinitely many exotic structures with boundary by using my plug with infinitely order. A
lso, I considered other various deformation arising exotic structures. I found some negative-definite spin
 4-manifolds for homology spheres. T.Abe and I studied slice-ribbon conjecture, as a result we found singu
larity sets generalizing ribbon singurality sets. We show the annulus twists for some 8_{20} gives ribbon 
knots. 
Y.Yamada and I did research of lens space surgery. We analyzed the closed 4-manifolds obtained from torus 
knot and Berge's VII and  VIII knot surgeries. I advanced the research of my classification problem of len
s space surgery. I established the way to use continued fraction to prove the completeness of lens space s
uregery. K. Sato and I studied non-orientable genus in negative-definite 4-manifolds.
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
(1)４次元多様体には多くの興味深いエキゾ

チック多様体が存在する．その全貌を理解す

る仕事はまだ明らかにされていない．そのよ

うな多様体のペアがあったときに、コルクも

しくはプラグと言われる、部分多様体が存在

して、その間の変換により両者が移り合うこ

とが知られている．そのような状況で、どの

ような一般論を構成することができるかと

いう問題が起こる． 

3 次元多様体がどのような 4 次元多様体の

境界となるかという問題は、３，４次元のト

ポロジーにおいて古くから中心的な話題で

ある．3 次元スピン多様体のロホリン不変量

は、そのような 4 次元多様体に制限を与えて

いる．また、そのような 4 次元多様体が可縮

多様体の境界となるための条件を与える問

題も中心的な問題であり、松本幸夫氏の 11/8

予想にもつながる興味深い問題である． 

(2)スライス結び目とは、3 次元球面上の結び

目で、4 次元球体の内部に円盤を張るような

もののことであり、リボン結び目とは、3 次

元球面上の結び目で、3 次元球面の内部には

め込みの円盤をリボン特異点のみを課すこ

とで実現できるものである．一般にリボン結

び目はスライス結び目となることが知られ

ているが、その逆（スライスリボン予想）は

部分的結果を除いて知られておらず、一般的

にこのことを証明する手掛かりは皆無であ

る．また、結び目の種数はスライスになりに

くさを反映したものであるが、この種数を向

きづけ不能曲面に関する既存の研究がある．

つまり、不定値多様体内では、向きづけ不能

曲面の最小種数は結び目に因らない一定の

数で抑えられることが知られている．しかし、

定値多様体内の向きづけ不能種数に関して

はそれほど知られていない．また、バトソン

は４次元球体の内部の曲面に関して、この種

数がいくらでも大きくなることを示してい

る． 

 (3)３次元多様体におけるデーン手術の分野

では、どのような 3 次元多様体が結び目手術

の構造を持つか、もしくはどれほどあるかと

いう問題は古典的なものである．この問題は、

例外手術という現象が事を複雑にしている． 

例外手術は多様体の幾何構造を保たずに、起

こるある例外的な手術のことであり、どのよ

うな状況で起こるか、また、どれほど起こり

うるかという問題は根本的にはよく分かっ

ていない．レンズ空間の場合でさえ、そのよ

うな結び目を全て書き出すことには至って

いない．しかし、Berge が提案した構成

（Berge 結び目）によれば、多くのレンズ空

間を構成することができ、かつ、最近のグリ

ーンの仕事により、その構成法が全ての"パタ

ーン"を尽くしていることが証明された．しか

し１つのレンズ空間にどれほどのパターン

があるかという問題はまだ解かれていない． 

 

２．研究の目的 

(1)背景に書いたような 4 次元多様体の状況

において、多くの興味深い多様体（特に、新

しいコルクやプラグ）を構成することは非常

に有益である．まだ、コルクが見つかってい

ないペアに関してどのようなコルクにより

移り合うかということが必然的に興味深い

研究となる．このような研究の中から、統一

的に４次元多様体を構成する方法が模索で

きるであろう．本研究の代表者は、これまで

の研究で無限位数をもつプラグPを構成して

いた．このプラグの特徴として、そのツイス

トを行うと、結び目手術を行うことができる． 

また、さらに結び目の交差交換についての操

作を行うことができる．このプラグによるツ

イストによりどれほど多くのエキゾチック

多様体を得ることができるかという問題 

は４次元多様体の一般論につながる可能性

がある． 

(2)スライス結び目とリボン結び目の間に幾

何学的にどのような差が存在するのかとい



うことを幾何的に突き止めることで、スライ

スリボン予想を証明のための方針をたてる

ことができる．また、結び目の向きづけ不能

種数に関する問題が結び目のスライス性と

どのように関わっているかという問題にも 

着手する． 

(3)レンズ空間がいつ結び目のデーン手術と

して得られるか、又は、どれほど多くの結び

目で得られるかという問題はデーン手術の

問題の中で未解決であるが、比較的易しい部

類の問題である．さらに、この問題を解決す

ることで、他の問題への応用が見やすい形と

なる．例えば、ザイフェルト手術の場合に応

用することができる．よって、レンズ空間手

術の問題に着手することが今後の研究の足

がかりとなる． 

上記の背景で書いたレンズ空間を作る 2重

のパターンを求める研究を行う．また、その

2 種類の Berge 結び目から得られる 4 次元多

様体接着させることで閉 4次元多様体が得ら

れる．作られる 4 次元多様体は、2 つの 2 次

元球面の直積空間か、複素射影平面もしくは

その逆向きの 2 つの連結和である．そのよう

な多様体を通常とは異なる作り方をしてお

り、微分構造の観点から興味深い対象を与え

ている． 

 

３．研究の方法 

(1)Fintushel-Stern による結び目手術や他の

いくつかの多様体のハンドル分解を描いて

おき、標準的な多様体からを得るため 

のハンドルの操作を発見する．この操作から

可縮多様体が構成できる．この可縮多様体が

コルクとなりうる．また、これらの構成をい

くつか組み合わせることで、特定の性質をも

つ 4 次元多様体をもつことがわかる．バウン

ドを構成しないことは、correction term や

mu-bar 不変量を用いて行う． 

(2)任意のスライス結び目は、４次元球体のハ

ンドル分解のある 2ハンドルのココア円盤の

境界として実現することができる．この境界

の結び目と球体のハンドル分解の間にどの

ような関係があるかということを突き止め

る．また、定値多様体の中の結び目の種数を、

Heegaard Floer ホモロジーを用いて評価す

ることを考える． 

(3)レンズ空間手術の問題は、レンズ空間手術

パラメータを用いて、そのパラメータがもつ

手術の可能性を、アレクサンダー多項式の係

数に繋げて考察をする．そのため、そのパラ

メータがもつ、レンズ空間の連分数展開とそ

の間に成り立つ制限が求められる．またその

制限がもつ幾何的役割についても考察をす

る． 

レンズ空間が 2種類の結び目の手術で得ら

れる場合の研究については、Berge 結び目か

ら重なって得られる部分を取り出す．このと

き、リストが代数的に特徴づけられているこ

とから、ある方程式が導き出されるはずであ

る．この方程式を解析することで、このよう

な 2 種類の結び目を完全に求める． 

 

４．研究成果 

(1)本研究では、研究代表者が定義した P によ

るプラグツイストが一般化され、 

あらゆる結び目の局所変形に対して、４次元

多様体の局所変形を構成できることを示す

ことができた．例えば、P を再び用いること

で、2-bridge 結び目の手術を一度に行うこと

ができる．P の境界の Heegaard Floer ホモ

ロジーを計算した．また、コルクとなるため

の、ハンドル図上に成り立つ非常に弱い条件

を得た．ただ、この場合、Stein とならない

場合もありうることがわかる．また、結び目

の mutation に関する 4 次元多様体の局所変

形は、ある部分多様体 M のツイストとして実

現できることがわかった．しかし、一般に M

が Stein かどうか分からないのと、サイバー

グウィッテン不変量で微分構造の変化を読

み取れないことがこの M の謎となっている．



しかし、M の境界の同相写像は内部の同相写

像に延びることは示すことができた．

Ozsvath-Szaboによる 4次元多様体不変量を

用いて無限位数コルクに関するある制約を

求めた．上記のプラグ P を用いて、その拡大

（2 ハンドルを一つ付けたもの）は無限個の

微分構造をもつことをサイバーグウィッテ

ン不変量を用いて示すことができた．二つ付

けたものは全て微分構造が異なることも示

すことができた． 

ホモロジー球面が負定値なスピン多様体

の境界となるとき、そのベッチ数の評価につ

いての研究は多くある．しかし、実際そのよ

うな多様体がいつ存在するかという問題は

広く知られていない．本研究の代表者は、

(2,3,6n-1)型ブリースコーンホモロジー球面

のいくつかにおいて、数値上存在するバウン

ドを実際多様体として構成することに成功

した．また、自然なザイフェルト表示からく

る最小特異点解消グラフが-E8 となるブリー

スコーン球面は(2,3,5)型か(3,4,7)型のみであ

ることを示した．さらに、最小特異点解消グ

ラフをブローダウンしてできる負定値スピ

ン多様体もいくらか求めることができた． 

このバウンドは実際 E(1)の中に埋め込める

ことができ、E(1)の最小種数に関する結果に

繋げることができた．松本幸夫氏は 2 成分結

び目の手術 (0,n)でできる３次元多様体

M(0,n)がいつ可縮多様体をバウンドするか

という問題を出した．代表者は、Heegaard 

correction term を計算することで、n が２以

下のときに、M(0,n)は可縮多様体でバウンド

しないことを示した． 

(2)東京工業大学の安部哲哉氏とスライスリ

ボン予想に関する研究を行った．結び目のア

ニュラスツイストでできる結び目はスライ

スリボン予想の反例、もしくはポアンカレ予

想の反例になっていることを示している．本

研究では、アニュラス表示をもつ結び目のア

ニュラスツイストは全てスライスであるこ

とを示した．つまりポアンカレ予想の反例に

ならないことを示した．証明法としてアクブ

ルトによるキャンセリングペアの導入によ

る方法とゴンプによる魚尾ファイバーの対

数変換による方法の 2 種類あった．また、元

の結び目が 8{20}であれば、このアニュラス

ツイストはリボン結び目であることをハン

ドル図を用いて示した．実際リボン表示を構

成した．リボン結び目はそのはめ込み円盤上

に特異点集合があらわれる．その特異点集合

をスライス結び目に一般化させた．結果的に、

スライス円盤を、ある穴あき円盤上の"リボン

特異点集合"を持つものとして特徴づけるこ

とができた．この特異点集合表示上でのグラ

フの変形理論がスライスリボン予想につな

がることがわかる． 

学芸大学の佐藤光樹氏と負定値多様体の

中の向きづけ不能曲面の最小種数に関する

研究を行った．我々の研究では、定値多様体

の中で、最小種数をがいくらでも大きくでき

る結び目の族が存在することを示した． 

これはバトソンの手法を拡張することで得

られる結果である．この結果は、Heegaard 

Floer ホモロジーと安原氏による結果から得

られるものであり、既存の指数定理からくる

結び目の種数評価では得られなかったもの

である．また、複素射影平面内の存在する向

きづけられた種数の評価についても、その最

小種数がいくらでも大きくできるようなも

のが存在することを示すことができた． 

(3)レンズ空間手術の研究を進めた．結び目の

手術として書けるレンズ空間を見つけるこ

とは難しいことであるが、それをレンズ空間

の連分数を用いて行う手法を確立した．レン

ズ空間手術からくるパラメタと連分数展開

の関係からくる 2種類の指数にはレンズ空間

手術の必要条件から制限を受ける．そのとき

に分類をいくつか成功できた．また、レンズ

空間手術をもつ結び目のアレクサンダー多

項式の係数の 2 番目および、2n-1 番目と 2n



番目の非自明な項がどのように現われるか

について、以前考察したものを係数の上下の

関係性を用いることで、以前より簡単に議論

することができることを示した． 

電気通信大学の山田裕一氏とレンズ空間

を作る２つの結び目についての研究をした． 

本研究では、我々は、トーラス結び目と Berge

のタイプ VII およびタイプ VIII から得られ

るレンズ空間の対を全て求めた．このとき、

両者の関係に成り立つ関係式を解くことに

なるが、初等整数論の枠組でこの問題を解決

することができた．なお、この手法は以前の

トーラス結び目同士の分類の際にも役に立

つことがわかった．また、我々はこの対から

得られる閉４次元多様体の微分構造を全て

決定することができた． 
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