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研究成果の概要（和文）：トレリ群とは、閉曲面の写像類群の部分群であり、閉曲面の整数係数1次ホモロジー群への
作用において自明に作用するものとして定義される。本研究の目的は写像類群の有理コホモロジー類である、森田-Mum
ford類のトレリ群における挙動を調べることであった。成果としては、トレリ群においてではなく、そのある部分群に
おいて自明であることがわかった。
また、2次巡回群を係数とする閉曲面1次ホモロジー群に自明に作用する写像類群の部分群として、レベル2写像類群が
ある。本研究の成果として、このレベル2写像類群の最小生成系を1つ与え、そのアーベル化を決定し、これについてプ
レプリントを発表した。

研究成果の概要（英文）：The Torelli group is a subgroup of the mapping class group of a closed surface, an
d is defined as the kernel of the action of the mapping class group to the integral first homology group o
f the surface. The purpose of this research is to determine whether the Morita-Mumford classes vanish in t
he Torelli group or not. We cannot determine it, however, we showed that most of them vanish in some subgr
oup of the Torelli group.
The level 2 mapping class group is the subgroup of the mapping class group defined as the kernel of the ac
tion to the first homology group of the surface with coefficient in the cyclic group of order 2. We gave a
 minimal generating set of this group, and determined its abelianization, and posted a preprint.
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１．研究開始当初の背景 

写像類群のコホモロジー環は種数について

安定的にはMadsen-Weissにより決定され

ている。これに対して、Torelli群と呼ばれ

る写像類群の重要な部分群においては、そ

のコホモロジー群は決定されておらず、こ

れに関して 2つの未解決問題がある。森田

-Mumford 類と呼ばれる写像類群上のコホ

モロジー類が非自明であるかどうか、2 次

以上のコホモロジー群が有限生成かどうか

である。なお、森田-Mumford 類とは写像

類群の整係数コホモロジー類の列であり、

奇数次にものについては Torelli 群に制限

すると自明であることは既に知られていた。

偶数次について決定することが問題である。 

Torelli 群は写像類群からシンプレクティ

ック群への全射の核として定義される。こ

の完全列はLyndon-Hochschild-Serreスペ

クトル系列を誘導するが、これを通して写

像類群のコホモロジー類は、シンプレクテ

ィック群のねじれ係数コホモロジー類と関

係する。特に、有限次元有理既約表現を係

数にもつシンプレクティック群のコホモロ

ジー群は、自明表現以外では自明であるこ

とが知られているため、Torelli群の有理コ

ホモロジー群が無限次元であるかどうかは、

このスペクトル系列の各項に非自明なコホ

モロジー類が現れるかどうかと関連する。

これを通して、森田-Mumford類の Torelli

群における非自明性と、写像類群および線

型群の、無限次元表現を調べることは互い

に関係している。 

 

２．研究の目的 

本研究の目的は以下の 2点である。 

(1) Torelli 群の森田-Mumford 類を含むコ

ホモロジー類を調べること 

(2) (1)に関連して、写像類群、シンプレク

ティック群の無限次元線型表現を係数

にもつコホモロジー群を調べること 

H を曲面の整数係数 1 次ホモロジー群とす

る。森田-Mumford 類を調べるにあたり、

ねじれ森田-Mumford類と呼ばれる、Hの

テンソル積、もしくは、Hの外積を係数と

するコホモロジー類の列が知られている。

この中で、写像類群の 3次ホモロジー類で

あるねじれ (2,1)-森田 -Mumford 類は、

Torelli 群に制限した際に非自明かどうか

わかっていない最も低次のホモロジー類で

ある。 

また、１．研究当初の背景で述べたように、

シンプレクティック群や写像類群の無限次

元表現を調べることは、Torelli群における

森田-Mumford 類の挙動を知る上でも重要

である。これらを調べることが本研究の目

的である。 

関連して、ねじれ森田 Mumford 類はカッ

プ積によって、互いに関係しているが、H

の代わりに、曲面の基本群の群環の添加イ

デアルについて、高次の交叉積を考え、そ

のカップ積を調べることにより、この積構

造をリフトすることができる。この積構造

についても調べることが目的である。 

 

３．研究の方法 

Torelli 群の部分群として、境界を 1 つも

つコンパクト曲面の包含列について、単位

接束の半直積として得られる Mess 群があ

る。以前の河澄響矢氏との考察の下で、

Torelli 群の 3 次コホモロジー類である、

ねじれ(2,1)-森田-Mumford 類が Mess 群に

おいては自明になることがわかっていた。

したがって Mess 群よりも大きい Torelli

群の部分群において、3 次ホモロジー類を

構成し、このねじれ(2,1)-森田-Mumford 類

による評価を行い、その非自明性を調べる

ことを考えた。そのために、まず部分群と

して、曲面上の円板上の配置空間の基本群

による Mess 群の拡大について、LHS スペク

トル系列を調べることにより、具体的に 3



次ホモロジー類をチェインレベルで構成す

る必要がある。 

また、無限次元表現を調べる上で、まず写

像類群よりも群の表示に対称性をもつ自由

群の自己同型群について、無限次元表現を

調べる。具体的には、有理群環 QH やこれに

H を複数回テンソルしたものを係数とする

ねじれ係数 1次ホモロジー群を計算する。

これを求める方法として、Gersten による

自由群の自己同型群の表示を用いた。 

 

４．研究成果 

本研究の目的は Torelli 群における H係数

コホモロジー群を調べることであったが、

副次的に、非有向曲面においてレベル 2写

像類群と呼ばれる写像類群の部分群におい

て、廣瀬進氏との共同研究として結果を得

た。レベル 2 写像類群とは、曲面の Z/2Z

係数 1次ホモロジー群に自明に作用する写

像類群の指数有限正規部分群である。特に

本研究において、非有向曲面のレベル 2写

像類群の最小個数の生成系を 1つ与え、そ

のアーベル化を決定した。この結果につい

ては以下のプレプリントを発表し、[学会発

表]の欄に示すように 3 件の研究発表を行

った。 

A minimal generating set of the level 2 

mapping class group of a non-orientable 

surface, preprint, arXiv: 1306.5382. 

なお、手法としては、まず mod 2 Johnson

準同型を計算することによって、生成系の

位数の下からの評価を得ることに成功した。

また、Szepietowski によって、すでにレベ

ル 2写像類群の有限生成系が与えられてい

たが、chain 関係式などの写像類群におい

て知られているいくつかの関係式を組み合

わせて、この生成系よりも小さい位数の生

成系を構成することに成功した。この位数

が得た下からの評価と一致しているため、

最小の生成系であることがわかった。 

また残念ながら、当初の目的であった、

(2,1)-森田-Mumford類については、Torelli

群において非自明であるかどうか決定する

ことはできなかった。Torelli群の部分群に

おいていくつかの 3次ホモロジー類を構成

することには成功したが、これらの非自明

性についてはまだわかっていない。しかし、

(2,1)-森田-Mumford 類については、Mess

群の円板の配置空間の基本群による拡大に

制限すると、非自明であることがわかった。 

また、無限次元表現については、自由群の

自己同型群について、有理群環 QH 係数 1

次ホモロジー群、および、有理群環 QH と H

を 1つテンソルした係数の 1次ホモロジー

群を計算した。しかし、これらについては

結果としてどれも自明であることがわかり、

新しいコホモロジー類は見つからなかった。 
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