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研究成果の概要（和文）：一般デーンツイストは曲面上の単純とは限らないループに対し定義される。その考察は、写
像類群の研究において曲面上の閉曲線の自己交差が重要であることを示唆する。本研究は、一般デーンツイスト、およ
び関連した概念であるゴールドマン・テュラエフ・リー双代数を用いた写像類群の研究に取り組み、いくつかの結果を
得た。また、ホモロジカル・ゴールドマン・リー代数とファットグラフ複体についても研究し成果を得た。

研究成果の概要（英文）：Generalized Dehn twists are defined for loops on a surface which may have self int
ersections. Generalized Dehn twists suggest the importance of the self intersections of loops on a surface
 in the study of the mapping class group. The present project studied the mapping class group of a surface
 using generalized Dehn twists and the Goldman-Turaev Lie bialgebra, which is a notion behind generalized 
Dehn twists. Also it investigated the homological Goldman Lie algebra and fatgraph complexes, and obtained
 several results.
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１． 研究開始当初の背景 
（１）20 世紀前半に始まった、曲面の写像類
群の研究において、自己交差を持たない閉曲
線に沿うデーンツイストは基本的な役割を
果たしている。その理由として、デーンツイ
ストが写像類群の生成系を与え、群の有限表
示に用いられ、写像類群の組み合わせ群論的
研究には欠かせない対象であることと、局所
的な微分同相写像であるために、種々の幾何
学的な構成との相性が良いことが挙げられ
る。 
（２）曲面の写像類群を代数的に記述する一
つの手段として、曲面上の曲線のホモトピー
類の集合への自然な作用を考察することが
ある。2010 年、河澄響矢氏と代表者の共同
研究により、デーンツイストの曲面上の曲線
への作用の代数的な記述が与えられた。この
帰結から、曲面上の自己交差を持ちうる閉曲
線に対し、それに沿うデーンツイストが定義
されることが判明した。G. マシュヨー氏と
V. テュラエフ氏によっても別のアプローチ
からデーンツイストの一般化が導入されて
いた。（arXiv: 1109.5248） 
（３）河澄氏と代表者の共同研究によって、
ゴールドマン・テュラエフ・リー双代数と呼
ばれる無限次元のリー双代数がジョンソン
準同型と関係することが示されている。ジョ
ンソン準同型とは、曲面の写像類群の重要な
部分群である、トレリ群に付随するあるリー
代数を、別のリー代数に埋め込む写像である。
これは D. ジョンソンが導入し森田茂之によ
り精密化された。ジョンソン準同型の像の決
定問題は、写像類群の代数的構造に関する中
心的問題の一つである。デーンツイストの一
般化は、ゴールドマン・テュラエフ・リー双
代数を用いて定式化される。ジョンソン準同
型の像の解明に対して、デーンツイストの一
般化が表している、曲面上の閉曲線の自己交
差が持つ情報を用いたアプローチが期待さ
れていた。 
（４）デーンツイストの一般化について、本
研究開始時点で分かっていたことは次の様
になる。まず、閉曲線が単純ではない場合に
も、デーンツイストはある種の局所性を持つ
こと。次に、それに沿うデーンツイストが曲
面の微分同相では実現できない様な、曲面上
の閉曲線が存在すること。これは閉曲線の自
己交差を考察することによって示されてい
た。 
 
２． 研究の目的 
本研究は、デーンツイストの一般化が表して
いる、曲面上の曲線の自己交差が持つ情報を
抽出し、ジョンソン準同型への応用などに用
いることを目指した。より詳しくは次の通り。 
（１）デーンツイストの一般化の構成は代数
的なものであり、その幾何学的側面は明らか
ではない。例えば、三次元多様体論の手法を
通して、ホモロジーシリンダーのホモロジー
同境群との関係を解明し、デーンツイストの

一般化を幾何学的な見地から捉えること。 
（２）デーンツイストの一般化について、組
み紐群での類似や、高次元での類似を考察す
ること。 
（３）テュラエフ余括弧積などの、曲面上の
閉曲線の自己交差を測る演算を定量的に調
べ、それが与える、ジョンソン準同型の像に
関する制約の強さを調べること。換言すれば、
曲面の微分同相写像を、ジョンソン準同型の
値域の中で特徴付けること。関連して、曲面
の微分同相写像では実現不可能な、デーンツ
イストの一般化の例を多く挙げること。 
（４）ゴールドマン・テュラエフ・リー双代
数およびその変種の構造を研究すること。 
 
３．研究の方法 
（１）矢口義朗氏(群馬高専)と研究協力を行
い、組み紐群における第一ジョンソン準同型
の図式的表示について研究を行った。以前に
得ていた結果に加えて、更にいくつかの考察
を行った。次に、2 次元組み紐の分類問題へ
の応用を目指して、単純組み紐の作るフルビ
ッツ系の考察を行った。2 次元組み紐の不変
量の構成方針は以下の通り。フルビッツ系を
固定し、その対称群での像を考える。次に対
称群の直積へのフルビッツ作用に関する、像
の固定化群を特定し、その群の作用によって
不変な量を見出す。 
（２）河澄響矢氏(東大数理)と研究協力を行
い、ゴールドマン・テュラエフ・リー双代数
とジョンソン準同型について研究した。最大
の問題は、曲面上の閉曲線の自己交差を測る
テュラエフ余括弧積と呼ばれる演算のテン
ソル表示の解明である。研究開始時点では、
テンソル表示の最低次の項は次数－２であ
り、それはシェドラーの余括弧積と呼ばれる
代数的な演算になることが分かっていた。よ
り高次の項の解明と、シェドラーの余括弧積
から抽出されるジョンソン像への制約の解
明の二つに取り組んだ。 
（３）デーンツイストの一般化の幾何学的解
釈については、研究を進めることがほとんど
できなかった。 
（４）河澄氏と戸田和樹氏(東濃フロンティ
ア高校)との共同研究により、ゴールドマ
ン・リー代数の変種である、ホモロジカル・
ゴールドマン・リー代数の生成系について研
究を行った。 
 
４．研究成果 
（１）矢口義朗氏(群馬高専)との研究協力に
おいては、第一ジョンソン準同型に関する論
文を準備中である。2 次元組み紐の不変量の
構成については、特殊な場合に限っても成功
には至っていない。 
（２）河澄響矢氏(東大数理)との研究協力に
よるゴールドマン・テュラエフ・リー双代数
とジョンソン準同型の研究においては、以下
に挙げる成果を得た。シェドラーの余括弧積
から、森田トレースと呼ばれる森田茂之が



1993 年に導入したジョンソン像の障害を導
出できることが分かった。テュラエフ余括弧
積のテンソル表示の次数－１と０の項は零
であることを示した。一方、次数１以上の項
は非自明であることが分かった。結果はプレ
プリント ’’Nariya Kawazumi and Yusuke 
Kuno, Intersections of curves on surfaces 
and their applications to mapping class 
groups, arXiv: 1112.3841v3 (2013)” にまと
めた。 
（３）テュラエフ余括弧積のテンソル表示は、
曲面の基本群にシンプレクティック展開と
呼ばれる、ある意味での座標を導入すること
により得られる。テュラエフ余括弧積のテン
ソル表示を高次の項も含めて統制する様な、
良いシンプレクティック展開を構成するた
めの考察を行った。arXiv: 1112.3841v3 にお
いて導入した、曲面上の基点付き閉曲線の自
己交差を測る演算μに着目し、そのテンソル
表示が満たすべきある方程式を導いた。この
方程式の解で、シンプレクティック展開によ
らないものを一つ与えた。この解である、μ
の仮想的なテンソル表示は、テュラエフ余括
弧積の簡明なテンソル表示を導くことを確
認した。そこで、この解を実現する様なシン
プレクティック展開が良いものであると考
えられる。この様な、適当な付加条件を与え
たシンプレクティック展開が存在するかど
うかが問題として残された。 
（４）河澄氏と共同で、ジョンソン準同型と
ゴールドマン・テュラエフ・リー双代数に関
する概説論文を執筆した。その中の一節で、
デーンツイストの一般化についても解説を
行った。プレプリント ’’Nariya Kawazumi 
and Yusuke Kuno, The Goldman-Turaev 
Lie bialgebra and the Johnson 
homomorphisms, arXiv:1304.1885’’にまと
められている。 
（５）河澄氏と戸田和樹氏(東濃フロンティ
ア高校)との共同研究により、ホモロジカ
ル・ゴールドマン・リー代数の、曲面のホモ
ロジー類からなる最小生成系の個数を決定
した。(Osaka Journal of Mathematics に掲
載予定。)S. P. ハンフリーズによる、デーン
ツイストによる写像類群の生成系の位数の
最小値についての結果があるが、我々の結果
はそれを想起させるものであり、関連があれ
ば興味深い。 
（６）その他の結果。R. ペナー氏、V. テュ
ラエフ氏との共同研究によって、Riemann
面のモジュライ空間の組み合わせ的構造を
記述する、ファットグラフ複体と呼ばれる複
体について考察した。まず、森田・ペナー・
コサイクルを含む、ファットグラフ複体の上
で局所的な表示を持ついくつかの１コサイ
クルが、通常の曲面のホモロジー類によるマ
ーキングの場合だけでなく、マーキングが可
換の場合に拡張することを示した。その過程
で、非常に簡明な表示を持つ、ある捩れ１コ
サイクルを発見した。これは、Earle 類と呼

ばれる、境界付き曲面の写像類群の、ある捩
れ 1 次元コホモロジー類の２倍を与える。結
果は Geometriae Dedicata 167, 151-166 
(2013)に発表した。 
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