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研究成果の概要（和文）：整数論において、保型形式と呼ばれる関数は種々の算術的性質を記述する重要な対象
であり、本研究ではこれらに関し多岐にわたる成果を得た。保型的微分作用素の理論はゲーゲンバウア関数など
の古典的特殊関数論を包摂するが、本研究でこの作用素の３つの全く異なる最終的とも言うべき構成法を与え、
関連する微分方程式系の解の明示公式も得た。更に、異なる領域上の保型形式の比較予想、保型的微分作用素な
どを用いた新しい保型形式の構成法による構造定理、重要な算術的作用素であるヘッケ作用素の跡や保型形式の
次元公式などの明示的公式、またその公式で記述される量と、有限体上のある種の代数幾何学的算術的不変量と
の関係、などを示した。

研究成果の概要（英文）：In study of the number theory, functions called automorphic forms are 
important objects which describe various arithmetic properties. We gave many results on these in 
this project. A theory of automorphic differential operators includes the classical theory of 
special functions such as Gegenbauer functions, and in our study, we gave three different complete 
constructions for these operators, which can be regarded as final results. We also gave explicit 
solutions of associated system of differential equations. We gave conjectures on comparison of 
automorphic forms belonging to different domains, and structure theorems of automorphic forms by 
using constructive methods including automorphic differential operators. Some dimension formulas of 
automorphic forms and trace formulas of arithmetically important Hecke operators were given, and we 
clarified their relations to arithmetic invariants in some algebraic geometry over finite fields.

研究分野： 整数論と多変数保型形式論

キーワード： ジーゲル保型形式　ヤコービ保型形式　テータ関数　ゲーゲンバウア関数　微分作用素　ホロノミー系
　ゼータ関数　コンパクト実形

  ２版
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１．研究開始当初の背景 
ジーゲル保型形式やそのコンパクト実形の
保型形式の次元がかなり詳しくわかってお
り、これを通じて、異なる代数群の保型形式
間の様々な対応や、代数幾何的な応用が多く
望まれるようになってきていた。また領域の
制限について良い振る舞いをする正則微分
作用素が L 関数の特殊値の明示的計算など
を通じて、非常に重要であることがはっきり
してきて、さらに、その理論自身が独立して
興味深いことなどが明確になりつつあった。 
 
２．研究の目的 
次数２のジーゲル保型形式上でのヘッケ作
用素の明示的跡公式を究極の目的としなが
ら、関連する多変数保型形式に関わる研究を
行うことを目的としていた。特に、超特異ア
ーベル多様体、保型的微分作用素、各種の保
型形式の構造定理や、リフトと対応予想、L 
関数の特殊値と合同関係などが、特徴的な研
究対象であった。 
 
３．研究の方法 
(1) 研究集会の主催。2017 年９月３日から７
日に第２０回整数論オータムワークショッ
プ「ジーゲル保型形式上の微分作用素」を白
馬にて、2017 年 3 月 22 日から 26 日に
「JAMI 2017 井草記念研究集会」をジョンズ
ホプキンス大にて、2016 年 11 月 21 日から 
25 日に「モックテータとその周辺」研究集
会を九州大学にて、2014 年 3 月 23 日から 
28 日に「Explicit theory of automorphic 
forms」 の集会を上海同済大学にて、国内外
の研究者と共に主催した。 
(2) 内外の研究者との研究討論。研究テーマ
の深化を目的として、国内相互訪問、研究集
会発表を行ったほか、研究代表者はマックス
プランク研究所、台北中央研究院、トリエス
テ国際理論物理学センター等、海外研究機関
を９カ国１４カ所のべ２１回、長期または短
期に訪問し、共同研究と討論を行った。また 
S. Boecherer 等の外国人研究者を１４回日
本に招聘し、研究討論した。 
 
４．研究成果 
（１）伊原リフトの研究。次数２の斜交群上
の保型形式で、かつ離散群が中間的パラホリ
ック群のときに、研究代表者の提唱した明示
的な Langlands 型の対応予想およびそれを
強く示唆する次元公式間の関係を背景に、２
次コンパクト斜交群への、１変数保型形式ま
たはその組からの、伊原リフトの像の状況を
完全に明示的に予想した。状況は At-
kin-Lehner 対合での様子や、ウェイトの偶
奇、スカラー値か否かに複雑に依存している。
また、これらは B. Roberts や R. Schmidt 
の種々の局所表現論の結果と完全に整合し
ているし、またそのことが、予想の根拠でも
ある。併せて、根拠となる伊原リフトの実例
構成を多数行った。この場合は、３つあるす

べての離散群の保型形式と主種の４元数的
エルミート形式の対応になり、対応の様子も
伊原リフトの様子も単純ではなく、保型表現
の固定ベクトルの様子が詳しく関係してく
る点が、以前に得ていた非中間的パラホリッ
ク群の場合と比して、非常に異なっている。 
（２）パラモジュラー形式の研究。代表者が
提唱した、２次のパラモジュラー形式が、コ
ンパクト実形の、主種でない種の自己同型群
の保型形式と対応するという予想と関連し
て、これより細かく、パラモジュラー群と４
元数的エルミート群の対合の固有値で分解
したもの同士の対応も期待される。コンパク
ト実形に対しレベルが小さいときに、この対
合の固有空間の次元を与えた。その結果と、
Cris Poor たちが別の興味から与えていたパ
ラモジュラー形式の対合の固有分解の実例
結果と比較実験を行い、対応予想は肯定的と
いう結論を得て、この方向の研究が正しいと
いう根拠を与えた。 
（３）保型的微分作用素の研究。ジーゲル上
半空間上の、対角ブロックへの制限について
保型性を保つ定係数正則線形微分作用素の、
３種の全く異なる完全に明示的な構成法を
与えた。一つは保型的普遍微分作用素の構成
であり、上記のような作用素はすべてこれの
射影で得られる。ここに現れる保型的普遍微
分作用素は、次数についも制限についても重
層的な明示的構成的な無限級数で与えられ、
たとえば次数２で止めれば、これはゲーゲン
バウア多項式の母関数になる。この意味でこ
のような母関数の究極の一般化になってい
る。第２の構成法は領域の制限に関する「単
項基底」というものによる構成で、この構成
も行き先のウェイトを指定する限り、具体的
に計算できる量である。残りのひとつは、具
体的な有理関数に、ある種の高階微分を作用
させて得られる１行で書ける明示公式であ
る。最後の構成法は制限すべき領域が少し限
られるが、これは一般化される可能性がある。
更に以上の微分作用素に付随して次数が３
の時は階数８のホロノミー系が定義される
が、Zagier との共同研究で、この８つの基本
解について、テーラー展開係数が（一部予想
だが）すべて明示的に記述でき、また一つを
除き、解の積分表示も得られたのは大きな進
展である。また一般次数では、３次の場合の
定義そのままではホロノミー系にはならな
いが、どう変更すれば良いかという候補は見
つかっている。実際にそうであるかどうかは
今後の課題である。 
（４）ヤコービ形式の研究。次の３つの新結
果を与えた。 
① スカラー値でインデックスが一般の行列
のヤコービ形式のベクトル変数に関するテ
ーラー展開係数は、本質的には様々なウェイ
トのジーゲル保型形式であり、また逆に、こ
れらのジーゲル保型形式から元のヤコービ
形式も復元できることを示した。これは１次
のヤコービ形式に対する有名な Eichler と



Zagier の結果の究極の一般化である。 
② 任意の次数と任意のレベル N で、指数１
のベクトル値整数ウェイトの正則および歪
正則ヤコービ形式は、レベル 4N のベクトル
値半整数ウェイトジーゲル保型形式のプラ
ス空間と線形同型であることを示した。 
③ 指数１レベル２の２次ヤコービ形式のな
すジーゲル保型形式環上の加群の明示的構
造定理を与えた。 
（５）テータ級数の構成。多重調和多項式付
きの２次形式のテータ関数は、多項式がウェ
イトに応じて決まるよい条件を満たせば、そ
のウェイトのジーゲル保型形式を与えるこ
とが、Andrianov, Maloletkin, Freitag な
どによって昔から知られていた。しかし、ウ
ェイトが複雑なとき（スカラーウェイトや対
称テンソル表現のウェイト以外の時）はこの
ような多重調和多項式をどうやって構成す
るのかについて触れた文献はなかった。研究
代表者は竹森翔との共同研究において、任意
のウェイトに対して、多重調和多項式を構成
する具体的な方法を与え、併せて、次数３へ
の応用として van der Geer の次数３のジー
ゲル保型形式へのリフト予想の非常に具体
的な実例を与え、また保型形式間の新しい合
同関係の例を与えた。 
（６）２次のジーゲル保型形式上のヘッケ作
用素の跡公式の研究。明示的跡公式の研究に
ついて、多くの共役類、特にほとんどすべて
の非半単純な共役類について、完全な公式を
得た。特に主多項式が実２次数の非半単純元
の跡公式への寄与は、極大整数環以外の整環
に対する清水の L 関数の公式を与えること
により、得られた。証明は、２次体の種の理
論の再構成や、genus character の L 関数
の明示公式を通じて行った。これは最近 
Kaneko-Mizuno が与えた公式の別証明にも
なっている。全体の跡公式の計算のとりまと
めは、まだ十分できていないが、将来の課題
である。 
（７）ベクトル値ジーゲル保型形式の池田・
宮脇リフトの構成と L 関数の一致。従来の
池田・宮脇リフトは、１変数保型形式の組か
ら奇数次数のジーゲル保型形式へのリフト
である。これは１変数の保型形式から 2n 次
ジーゲル保型形式への池田リフトを構成し、
これをサイズ 2n-1 と１への対角ブロックに
制限し、更にこれと他の１変数保型形式との
内積をとることに得られる。我々の構成では、
内積をとる前に池田リフトの保型的微分作
用素による像をとることにより、ウェイトを
ずらすことができ、これによりベクトル値ジ
ーゲル保型形式へのリフトを構成した。この
リフトの L 関数が２つの１変数保型形式の 
L 関数で記述できることを、林田・マースの
関係式を用いて証明した。以上の構成により、
van der Geer の次数３のジーゲル保型形式
への３種類のリフト予想のうちの、一つの具
体的な構成法を与えたことになる。このリフ
トは単射であると思われるし実際すべての

実例ではそうなっているが一般的な証明は
不明である。 
（８）一般次数で、超特異アーベル多様体上
の偏極やモジュライ成分の定義体と四元数
的エルミート群の算術的不変量との関係を
明らかにし、この不変量を四元数的エルミー
ト群のヘッケ作用素の跡公式で与える公式
を与えた。研究代表者は古典的な４元数環の
極大整数環の同型類の個数（いわゆるタイプ
数）のかわりに、４元数的エルミート形式の
タイプ数を定義したが、これを用いて、
Deuring の超特異楕円曲線の定義体に関す
る結果が任意の次数の超特別アーベル多様
体の偏極について綺麗に一般化されたこと
になる。この応用として、主偏極超特異アー
ベル多様体のモジュライの既約成分は任意
の次数で常に素体上定義された成分をもつ
こと、および超特異アーベル曲面の場合は、
標数が 163 以下ならば、すべての既約成分
が素体上定義されていることなどが証明さ
れた。 
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