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研究成果の概要（和文）：「関数空間が群の表現論によって掌握できるか？」という問題を重複度の観点から定
式化し決定的な解答を与えた。すなわち、等質空間上の正則表現が含みうる既約表現の重複度の有限性および一
様有界性を特徴づける幾何学的性質を発見し論証した。さらに、無限次元における「対称性の破れ」を数学的に
記述する「分岐則」の研究を推し進めた。特に、上記の判定条件を応用し、分岐則の重複度が常に有限となる対
称対の分類理論を確立し、この枠組で、「対称性破れ作用素の構成と分類」という問題提起を行い、その最初の
完全な結果を、共形幾何のモデル空間で与え、分岐則の理論の未知の領域を開拓した。

研究成果の概要（英文）：For manifolds with action of reductive group G, we proved a geometric 
criterion for the multiplicity of  irreducible representations to be finite (also to be bounded) in 
the regular representation of X. In turn, we gave a criterion for reductive symmetric pair (G,H) 
such that branching laws of irreducible decomposition of G to H have finite multiplicities, and 
accomplished the classification theory. In this framework, we initiated a systematic study of 
symmetry breaking operators, and gave the first complete classification results in the setting 
motivated from conformal geometry.
We also constructed eigenfunctions on locally non-Riemannian symmetric spaces whoes eigenvalues are 
stable under local deformation of discontinuous groups. 
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１．研究開始当初の背景 
（１）群多様体や半単純対称空間における解
析は 1950 年代の Harish-Chandra や
Gelfandによる研究以来、長い歴史をもつが、
それを拡げたクラスについては未開拓であ
った。 
（２）多様体 X に群 G の幾何的な作用が
存在しない場合でも、X 上の関数空間には群
作用が定義されることがある。この隠れた対
称性を活用し、「極小表現をモチーフとする
大域解析」の重要性を研究代表者は提唱し、
内外の協力者と協同して理論を推進してい
た。 
（３）簡約リー群の無限次元表現の制限に関
する分岐則が無限あるいは有限重複度を持
つ例は知られていたが、その理論的背景およ
び分類理論は未開拓であった。また、微分作
用素以外の対称性破れ作用素は発見されて
いなかった。 
（４）リーマン幾何の枠組みを越えたる不連
続群の理論は、1980 年代の後半に、研究代
表者によって本格的な研究が始まり、不連続
性の判定条件が解明され、コンパクトな局所
擬リーマン対称空間の構成やその変形理論
が発展してきている。一方、不連続性を量的
に評価する理論や、局所擬リーマン対称空間
上の大域解析は未知の領域であった。 
 
２．研究の目的 
 幾何的な対称性は、その上の関数空間の対
称性に反映される。関数空間が無限次元表現
論によって十分掌握できるための幾何的条
件を解明することを第一の目的とする。 
 対称性の破れ（表現の制限）を理解するこ
とは、表現の理論の最も主要な問題の一つで
ある。本研究は無限次元表現の解析的手法に
よる分岐則の研究手法そのものをも開発し、
表現論、不連続群論、実解析、微分方程式、
微分幾何にまたがる基礎理論の構築を行う
ことを第二の目的とする。 
 
３．研究の方法 
 簡約リー群の等質空間上の正則表現にお
ける重複度の有限性の幾何的特徴づけにつ
いては、大島利雄氏と共同研究を行った。 
幾何的群論を用いた緩増加性の特徴づけ
に関しては Benoist教授と共同研究を行った。 
極小表現の大域解析に関しては、Hilgert
教授、Mollers 博士と協力し、その保形型式
への応用はSavin教授と共同で研究を行った。 
 分岐則の全体構想、および、手法の開発は
研究代表者の小林が単独で行った。具体的な
設定における応用に関しては、複素幾何では
Pevzner教授と共同で行い、また、共形幾何
やより一般の放物幾何ではチェコ・デンマー
クの研究者との共同研究を行った。一方、積
分対称性破れ作用素に関しては、数論への応
用を見込んで Speh教授と共同で研究した。 
さらに、無限次元の分岐則において有限重
複度、離散分解を与える対称対の分類は研究

代表者の判定条件を用いて、それぞれ、松木
敏彦教授、大島芳樹氏と協同して行った。 
 擬リーマン局所対称空間におけるスペク
トル解析に関しては、研究代表者が全体構想
を立て手法を開発し、不連続群の変形に関す
る部分はKassel博士と共同で研究を行った。 
 
４．研究成果 
(1)【群作用をもつ多様体上の大域解析と無
限次元表現】簡約リー群が作用する多様体上
の大域解析に関して、表現論の観点から以下
の２つの新しい基礎理論を構築した。 
(1-A) C^∞(X) に現れる既約表現の重複度 
(1-B) ユニタリ表現 L^2(X) の既約分解の台 
(1-A) 「X に推移的に作用しているとき、X
の関数空間は群Gの表現論によって十分掌握
できるか?」という基本問題を「既約表現の
重複度」という観点から定式化し、決定的な
解決を与えた。すなわち、簡約リー群 Gの等
質ベクトル束の切断の空間において、群 Gの
任意の既約表現の重複度が有限になるため
の必要十分条件は底空間Xが実球多様体とな
ることであり、これらの重複度が一様有界に
なるための必要十分条件はXの複素化が球多
様体であることを発見し、論証した（大島利
雄氏と共同[18])。 
(1-B) 簡約型等質空間X上の二乗可積分関数
の空間に実現されたユニタリ表現が、検証可
能な必要十分条件を得た(Benoist と共同）。 
(2)【極小表現の大域解析】 
(2-A) 極小冪零軌道のラグランジュ部分多
様体上の二乗可積分関数のなすヒルベルト
空間に極小表現を構成した。この論文[16]に
対して 2015 年度 JMSJ 論文賞が授与された。 
(2-B) 極小表現による隠れた対称性から、4 
階の常微分方程式をみたす特殊関数が自然
に得られる。この新しい特殊関数論と極小表
現に関して、最新の知見をまとめた（アメリ
カ数学会、Frenkel 還暦記念号)。 
(2-C) 極小表現のシュレーディンガー模型
の応用として、global な重複度 1 定理を
Savin と共同で証明した(文献 [9])。 
(3)【表現の分岐則】研究代表者は、簡約群
の無限次元表現の分岐則の研究に関する新
しい研究プログラムを提唱した。これは、定
性的な分岐則の研究から、構成的な分岐則の
研究に移行する重要性を喚起するもので、そ
のための基礎理論（３－A,B）と手法の開発
（３-C）を含む。この構想の概要は、Vogan
教授（アメリカ数学会会長）の還暦集会での
招待講演、および、日本数学会の 70 周年の
記念講演で発表した(単著論文[7])。群の既
約表現から、部分群の既約表現への絡作用素
を対称性破れ作用素と名付け、その構成問題
を主唱し、具体的な幾何的設定で対称性破れ
作用素の構成を実行した((3-C),(3-D))。 
(3-A) （分岐則の有限重複度）研究代表者の
小林は、簡約リー群 Gの任意の既約表現から
簡約部分群Hの任意の既約表現への対称性破
れ作用素の次元が有限になるための幾何的



判定条件を与えた(論文[12])。さらに、より
強い条件として、この次元が有界になるため
の必要十分条件も証明した。前者は実形 
(G,H) に依存するのに対し、後者の条件は複
素化 (Gc, Hc) のみによって記述されるとい
う発見も含む。さらに、上記の判定法に基づ
き、分岐則の有限性を与えるような半単純対
称対(G,H)を松木氏と完全に決定し、分類を
与えた（論文 [13], Dynkin 90 歳記念号）。 
(3-B)  (離散的分岐則の分類理論) 既約な
無限次元表現を部分群に制限したときに、い
つ離散的に分解するかの判定条件(小林、
Invent 94, Ann Math 98, Invent 98)を用い
て、分類理論を推し進めた[10]。 
 (3-C)【F メソッド】研究代表者は極小表現
のシュレーディンガー模型にヒントを得て、
Verma 加群に対するある種の代数的フーリエ
変換を定義し、対称性破れ作用素(SBO)を特
徴づける高階の微分方程式系を導入した。こ
の微分方程式系と不変式論を組み合わせる
ことによって、同変微分作用素の具体形を決
定する手法（F メソッド）を開発した（単著
論文）。その基礎理論と応用は総計 400 ペー
ジを超す論文として出版した。適用した幾何
は、複素幾何、共形幾何、あるいやより一般
の放物幾何のモデル空間などであり、それぞ
れにおいて新しい SBO を構成した。 
(3-D) アメリカ数学会のメモワールとして
Speh 教授と出版した長編の論文で、無限次元
表現の対称性の破れ作用素の完全な分類定
理の最初の成功例を与え、さらに、局所
Gross-Prasad 予想に応用した。 
 (5)【局所擬リーマン対称空間の大域解析】
研究代表者は長年のモチーフである「リーマ
ン幾何学の枠組を越えた不連続群論」から生
まれた幾何を舞台に大域解析を試みた。 
(5-A)【安定スペクトラムの構成】コンパク
トな３次元の反ドジッター多様体において
は、局所幾何構造の変形で動かないスペクト
ラムが無限個存在することを構成的に証明
し、さらに高次元の擬リーマン局所対称空間
にこの結果を拡張した。Kassel 博士との 100
頁を超える論文[5]では固有不連続性を量的
に評価する sharpness という概念を導入し、
超局所解析と不連続群の sharpness 評価を
組み合わせ、基礎理論の第一歩を与えた。 
(5-B)【動くスペクトラム】幾何構造の変形
で動くスペクトラムの存在に関して、隠れた
対称性を用いる手法を提唱した（論文 [2]）。 
(5) 【実解析】Riesz 変換を、それが内包す
る対称性から復元できるかという問題を、４
を法とする次元の条件で解決した。 
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