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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、非線形固有値解法を計算科学分野における各種のアプリケーション
で活用することを目指し、大規模問題に適用可能な高性能な計算アルゴリズムの開発とその理論研究、および適
用性・利用性向上のための技術開発を行った。周回積分を用いたスペクトル射影法を非線形固有値問題に適用す
るための理論を構築し、解法の高性能化・汎用化・高信頼化のための各種の技術を開発した。物理分野の研究者
と協力して、物理分野の実問題に対して開発した解法を適用し、その性能評価を行った。さらにバレンシア大学
で開発されているスーパーコンピュータ向けの固有値計算ライブラリSLEPcの関数CISSに実装し公開した。

研究成果の概要（英文）：In this project, we considered a numerical algorithm for nonlinear 
eigenvalue problems that can be applied to large-scale problems in various application areas of 
computational sciences. We studied theoretical aspects and some related techniques of a contour 
integral-based eivensolver for nonlinear eigenvalue problems to apply for various practical 
applications in computational sciences. According to the results, we developed a method for a 
spectral projection method using contour integral. We also developed some methods and related 
techniques to attain high performance and high reliability on large-scale cluster machines. We 
evaluated the efficiency of the method with some applications. We implemented our method on a 
function CISS in the software library for the solution of large scale sparse eigenvalue problems on 
parallel computers SLEPc that is developing at Universitat Politecnica de Valencia.

研究分野： 計算数理
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１．研究開始当初の背景 
(1) コンピュータを用いて予測・解析・設計
を行う計算科学手法は多くの分野において
活用され、科学技術・産業の発展においてそ
の役割はますます大きくなっている。現象の
モデル化で現れる非線形固有値問題は、遅延
微分方程式、電磁場解析、座屈解析、流体の
安定性解析など、多くの分野で重要なテーマ
になっている。しかし、特に大規模な問題に
対しては実用的な数値解法がなかったこと
を反映し、非線形固有値問題を用いた定式化
は理論的な解析手段に留まり、線形近似によ
る計算を行っていた。非線形固有値問題の解
法は近年、盛んに研究が行われるようになり、
密度汎関数法でも非線形固有値問題が現れ
るなど、新たな展開が始まっている。 
 
(2) 非 線 形 固 有 値 問 題 (Nonlinear 
Eigenvalue Problems, NEPs)は、標準固有値
問 題 (Standard Eigenvalue Problems, 
SEPs) や一般化固有値問題 (Generalized 
Eigenvalue Problems, GEPs)、多項式固有値
問 題 (Polynomial Eigenvalue Problems, 
PEPs)を含み、その解法の適用範囲は広い。 
 
(3) 我々は非線形固有値問題(NEPs)を線形
近似することなく直接扱うことができる非
線形版Sakurai-Sugiura法(NL-SS法)を提案
した。この方法は多項式問題(PEPs)以外にも
適用可能であり、従来、Newton 法などの初
期値依存性の高い方法で反復によって求め
るしかなかった問題でも、与えられた領域内
のすべての固有値を網羅的に求めることが
可能となった。 
 
(3) 大規模問題に対して周回積分を導入する
方法は、我々の研究グループが世界に先駆け
て提案したものであり、独自性・先進性が高
い。また、欧米の複数のグループがこの方法
を発展させており、国際的な広がりも現れ始
めている。本手法の実用化によって、これま
でとは異なる新しい固有値解析手法の可能
性が広がり、さまざまな分野における数値シ
ミュレーション手法の発展に貢献できると
考えられる。 
 
２．研究の目的 
(1) 本研究課題では、非線形固有値解法を計
算科学分野における各種のアプリケーショ
ンで活用することを目指し、高性能な先端計
算アルゴリズムの開発とその理論研究、およ
び実用化を目指した利用性向上のための技
術開発を行う。さらに、これらの技術をもと
にして非線形固有値計算ソフトウェアを実
装し、実アプリケーションへの適用と性能評
価を行う。 
 
(2) 非線形固有値問題は、量子ドットデバイ
ス探索、時間遅れのある現象解析、大規模加
速器設計などナノスケールから巨大装置規

模まで幅広い分野において現れ、これらの分
野におけるシミュレーションのために高性
能な解法とソフトウェアが求められている。
本研究の成果により、幅広い分野において実
用性の高い計算手法の開発が期待される。 
 
３．研究の方法 
(1)	本研究課題では、非線形固有値問題の解
法を対象として、その理論的な基盤の構築、
高精度な計算手法の研究、および実用化を目
指した利用性向上のための技術開発を行う
ため、1)	非線形固有値解法の理論基盤構築
と高性能化手法の研究、2)	実用化を目指し
た利用性向上のための技術開発、3)	非線形
固有値計算ソフトウェアの実装、4)	実アプ
リケーションへの適用と性能評価、を実施す
る。	
	
(2)	非線形固有値問題の理論基盤構築、部分
空間反復による高性能化の実現、確率的なト
レース近似を用いたパラメータの自動設定
などによる解法の利便性と信頼性の向上達
成、固有値解法ソフトウェアの実装、実問題
におけるアルゴリズム・ソフトウェアの性能
評価および問題点の改善と更なる性能向上
を行う。	
	
(3)	大規模問題を対象とした研究およびソ
フトウェアの開発においては、筑波大計算科
学研究センターが保有する T2K-Tsukuba や
HA-PACS、理化学研究所の京コンピュータな
どのスーパーコンピュータを活用し、計算手
法の開発、ソフトウェアの実装と高性能化、
ならびに評価を行う。	
	
(4)	アルゴリズとそのソフトウェアの開発
においては、応用分野の研究者との積極的な
研究交流を進め、実用性を見すえ、分野横断
型の研究開発を実施する。本研究で開発する
周回積分法に基づく非線形固有値解法を大
規模実問題に適用しその有効性を実証する。
ソフトウェアの開発を進める過程で、より幅
広いアプリケーション分野の研究者と交流
を進め、それを通じてさらなる方法の改良と
実用化で必要とされる機能の改善を行う。	
	
４．研究成果	
(1)	非線形固有値問題への展開として、基盤
解法である Sakurai-Sugiura 法をベースとし
て非線形固有値解法の開発・高性能化を進め
た。周回積分を利用した高並列な非線形固有
値解法として、SS-H 法および Beyn 法が知ら
れているが、SS-H 法は精度面で、Beyn 法は
計算コストの面でそれぞれ問題がある。これ
に対して本研究プロジェクトでは、両解法の
理 論 的 関 係 性 の 解 析 に 基 づ き 、
communication-avoiding	Arnoldi法を利用し
た新しい Sakurai-Sugiura 法を開発した。開
発した、SS-CAA 法は SS-H 法と同程度の計算
コストかつ Beyn 法と同程度の計算精度を持



ち高い並列性を発揮する結果が得られてい
る。本成果は国際会議で発表し、現在論投稿
中である。	
	
(2)	本研究課題でこれまでに得られた成果
の実問題に適用するため、物理分野の研究者
と協力して、電子デバイスのシミュレーショ
ンで現れる大規模な非線形固有値問題への
適用方法の開発と大並列計算環境での性能
評価を行った。その成果として、筑波大学と
東大が共同で運用するスーパーコンピュー
タである Oakforest-PACS の 2048 ノードを用
いて、従来では得られていなかった規模の計
算が実現できることが確認された。得られた
成果を論文としてまとめ、高性能計算に関す
る国際会議のプロシーディングスに投稿中
である。	
	
(3)	EXA スケールを想定した大規模な非線形
固有値問題の解法の開発について、ドイツに
おいて開発されている大規模並列フレーム
ワークである GHOST/PHIST 上での実装を進め、
基本となるブロック Krylov 部分空間法や周
回積分の計算部分までの動作を確認した。今
後は、実問題を想定して大規模な疎行列を対
象とした性能評価を行う。この研究協力は今
後も引き続き行い、日独の国際協力での高性
能な計算手法とソフトウェアの開発を進め
る予定である。	
	
(4)	SLEPc(Scalable	Library	for	Eigenvalue	
Problem	Computations)はバレンシア大学で
開発されている並列固有値計算ライブラリ
で、PETSc(Portable,	Extensible	Toolkit	for	
Scientific	Computation)を用いて実装され
ており、Cray や京コンピュータなど多くのス
ーパーコンピュータで利用できる。この
SLEPc 上で Sakurai-Sugiura 法を実装したラ
イブラリとして CISS が登録されている。こ
の CISS を拡張して非線形固有値問題に適用
可能とした。これによって世界的に広く用い
られているライブラリにおいて我々の開発
したアルゴリズムが利用できるようになっ
た。	
	
(5)	多項式固有値問題の解法としてこれま
でコンパニオン行列を用いて全固有値を求
める線形固有値問題に帰着する方法が多く
用いられてきた。このとき、数値的安定性が
大きな問題となっていた。周回積分型の固有
値解法では一部の目的とする領域の固有値
のみを抽出する。Rayleigh-Ritz 手法によっ
て小規模な多項式固有値問題に帰着した後
に、さらにコンパニオン行列に帰着させるが、
バランス化手法とスケーリング手法を適用
することで数値的安定性を改善する方法を
提案した。いくつかの多項式固有値問題に適
用してその有効性を示した。	
	
(6)	大規模な非線形固有値問題向けの

Rayleigh-Ritz 手法を用いた積分型固有値解
法において、正則な行列値関数の Keldysh 定
理に基づいて有理補間を利用した解法を提
案した。	
	
(7)	非線形固有値問題に対する積分型の固
有値解法である Sakurai-Sugiura 法は 2009
年に提案され、ハンケル行列を用いて線形固
有値問題に帰着する。このとき現れるハンケ
ル行列は高次のモーメントを利用すると悪
条 件 に な り や す い 。 こ れ に 対 し て 、
Rayleigh-Ritz 手法を利用して小規模な非線
形固有値問題に変換した後、さらに線形固有
値問題に帰着させる方法を提案した。この方
法は大規模問題から直交変換によって射影
することからハンケル行列を用いた方法に
対して数値的な安定性が改善される。この提
案法は直交化が必要となることから、ハンケ
ル行列を用いた方法と比較すると計算時間
は増加する。そのため、計算時間を優先する
場合と計算精度を優先する場合で、それぞれ
の方法を選択して利用することができる。	
	
(8)	積分型の固有値解法では、積分領域の設
定やパラメータ選択によって得られる固有
対の精度が変わる。事前におおよその固有値
分布の情報などがあると積分領域やパラメ
ータを適切に設定することが可能となる。	
	
(9)	線形加速器（リニアコライダー）の設計
において、平方根を含む大規模な非線形固有
値問題が現れる。この問題に対して、ハンケ
ル行列を用いる非線形版の Sakurai-Sugiura
法を適用し、並列環境においてその性能の評
価を行った。ローレンスバークレイ国立研究
所のスーパーコンピュータを用いて約 270 万
次元の行列による非線形固有値問題に適用
し、高い並列性能を発揮することを確認した。	
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