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研究成果の概要（和文）：本研究で扱った多重級数は、オイラーザギエ型の多重ゼータ関数と、それを含む大き
なクラスであるルート系のゼータ関数、またそれらに保型形式のフーリエ係数を乗せたもの、などである。ルー
ト系のゼータ関数や、さらに一般にリー群に付随する多重ゼータ関数の構造論と関数関係式、双曲線関数を含む
多重級数の値の計算、多重ゼータ関数の零点分布の数値計算、保型形式のフーリエ係数を乗せた二重ゼータ関数
の二種類の関数等式の証明、また特異点解消型多重ゼータ関数という概念の導入と、関連して p 進多重ゼータ
関数の理論の展開などが研究期間中に彫られた主要な成果である。

研究成果の概要（英文）：The present research has dealt with various multiple series, such as 
multiple zeta-functions of Euler-Zagier type, a more general class of zeta-functions of root 
systems, and also the same type of series with Fourier coefficients of modular forms on the 
numerators.      The main results obtained in the period of the present research are the structure 
theory and functional relations for zeta-functions of root systems, or more general multiple 
zeta-functions associated with Lie groups; evaluation of values of multiple series involving 
hyperbolic functions; numerical computations on the zeros multiple zeta-functions; the proof of two 
types of functional equations for double zeta-functions involving Fourier coefficients of modular 
forms on the numerator; the idea of desingularized multiple zeta-functions and the development of 
the theory of p-adic multiple zeta-functions.

研究分野： 整数論

キーワード： 多重ゼータ関数　ルート系のゼータ関数　関数等式　関数関係式　p進多重ゼータ関数　多重保型 L 関
数　特異点解消多重ゼータ関数
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１． 研究開始当初の背景 
 

多重ゼータ関数の解析的な理論は、2000 
頃にようやく本格的な研究が開始され
た、新しい分野である。代数的な研究方
向は、Zagier 予想の解明などを目的と
して国内外で盛んに研究が進められて
来たが、それに比べても解析的な側面か
らの研究はなお未開拓な状況にある。こ
れまでに、解析接続などの最低限の基礎
は確立されたが、なお十分に研究されて
いるとは到底言い難い。少なくともまず、
理論整備のための基礎工事を進めねば
ならない状態だった、と言える。しかし
な が ら 一 方 で 、 最 近 に な っ て 
Mordell-Tornheim 型の多重ゼータ関数
や、さらにはルート系のゼータ関数など、
新しい重要な多重ゼータ関数のクラス
も次々と見出され、解析的研究の重要性
が増して来ており、基礎理論の整備は喫
緊の課題になっていた。 

 
２． 研究の目的 

 
前項で述べたような理論的基礎工事を
推進することがまず重要である。特異点
の位置や零点の分布状態、特異点を解消
して正規化した関数の振る舞い、関数等
式の有無などが当面の課題といえる。同
時に、多重ゼータ関数の挙動について詳
細な解析を行い、研究の新しい方向性を
探りたい。またとくにルート系のゼータ
関数という、より一般的な視点に立つこ
とによって、Weyl 群の作用や Poincare 
多項式との相互関係など、表現論的な手
法が使えて考察を掘り進めることがで
きると考えられる。そもそもルート系の
ゼータ関数は、物理学者 Witten が導入
した Witten のゼータ関数を多変数化し
たものとして当初導入されたものであ
り、その体積公式が物理学におけるゲー
ジ理論のある種のモジュライ空間の体
積を記述するなど、物理学との繋がりも
考えられる。Euler-Zagier 型のゼータ関
数は、ルート系のゼータ関数の A 型な
いしは C 型の場合の特殊化として得ら
れるので、こうした表現論や物理まで視
野に入れた高い立場から、Eyler-Zagier 
型の多重ゼータ関数についても新しい
光を当てることもできるであろう。こう
した可能性も意識しながら、多重ゼータ
関数の解析的性質を究明したい。 

 
３． 研究の方法 

 
  本研究には解析的整数論、保型関数論、
ルート系の理論、表現論、など諸分野の専門
家が集結しており、種々の観点を融合させる
ことによって、多重ゼータ関数、ルート系の
ゼータ関数の統一的な基礎理論を構築する。 

もう少し具体的に述べれば、零点分布や平均
値の計算には解析的整数論の標準的な手法
が有効である。また Gangl-Kaneko-Zagier 
によって切り開かれた、多重ゼータ値と保型
形式の結びつきも魅力的なテーマであるが、
この方向では当然、保型形式の専門家の寄与
が期待される。ルート系のゼータ関数の研究
では当然のことながらルート系の専門家が
主軸の役割を果たすことになる。この方向は
アフィンルート系の理論などを介して数理
物理などの広い分野とも繋がる可能性があ
り、場合によっては適宜、そうした周辺分野
の専門家にも助言を求めながら研究を進め
る必要があるだろう。多重ゼータ関数の解析
的挙動がまだまだ多くの謎に包まれた状態
であることを考えれば、種々の具体的な場合
の個別計算や、必要なら数値実験も行なって、
試行錯誤的に多重ゼータ関数の解析的挙動
を種々の方向から観察し、その特徴的性質を
見極め、新しい方向性を探ることも大切であ
る。こうした、さらに今後の研究へと結びつ
く実験的考察も、可能な限り進めたい。 
 
４． 研究成果 

 
  ルート系のゼータ関数は、この研究の主
要な研究対象の一つであるが、まだ導入され
て日が浅いので、基礎的なところから理論を
整備していかねばならない。 
  本研究で得られた主要な成果として、まず
第一に挙げたいのは、ルート系のゼータ関数
が満たす種々の関係式と、その背後にある構
造論の樹立である。奇数点での特殊値を含む
関係式を示すには、奇数点には符号が付随し
ているため、関係式が自明なものとなってし
まわないかどうかを検証する必要がある。こ
の判定条件を、ある種の変数の個数を下げる
操作による方法と、Poincare 多項式の言葉
に置き換える方法、ふた通りの手法で与える
ことができた。そして、いくつかの具体的な 
Lie 代数に付随するゼータ関数に対して、関
数関係式を明示的に描き下した。これらの研
究は、ルート系のゼータ関数が表現論的な性
質をどのように秘めているか、という疑問に
対して、一定の解答を与えた、という意味で
も価値があると考える。 
  また、ルート系のゼータ関数をさらに一
般化して、コンパクト連結 Lie 群に付随す
るゼータ関数を考えると、これはルート系の
ゼータ関数を定義する和にある種の合同条
件を添加したものとなる。この種のゼータ関
数についても基礎理論を展開し、いくつかの
関数関係式を証明した。そもそも Witten は
彼のゼータ関数を、Lie 代数ではなく Lie 
群に対して定義しており、その意味ではこの
研究は本来の Witten の（物理的な問題意識
を持った）考察に近づいた、とも言える。 
  ルート系のゼータ関数の特殊化として 
Euler-Zagier 型多重ゼータ関数を捉える、
という着想は実り多いものである。その見方



には、A 型のルート系のゼータ関数の特殊化
と考える方法と、C 型のルート系のゼータ関
数の特殊化とみなす方法のふた通りがある。
前者の視点では、従来 Drinfeld 型の反復積
分を利用してしか証明できなかった多重ゼ
ータ値のシャッフル関係式を、（ルート系の
ゼータ関数にまでプロセスを広げることに
より）部分分数分解だけで証明することが可
能であることを発見した。そして、シャッフ
ル関係式を特殊な場合として包含するよう
な、多重ゼータ関数の関数関係式を導出した。
これは Drinfeld 積分の立場にとどまって
いては全く不可能な成果である。 
  他方、C 型の特殊化と見る立場も、この
場合には長いルートと短いルートの集合の
それぞれが Weyl 群の軌道になっている、と
いう表現論的な事実により、Euler-Zagier 
型多重ゼータ関数への Weyl 群の作用、とい
う観点をもたらし、種々の新事実を導くこと
ができた。さらに、この立場に立つと B 型
のルート系のゼータ関数を特殊化して得ら
れる多重ゼータ関数は、Euler-Zagier 型多
重ゼータ関数の「双対」とみなすことができ
る。この「双対」ゼータ関数についてもいく
つかの基本的な結果を証明した。その結果は
さらに、多重ゼータ値とレベル 2の保型形式
との関係を論じた研究に応用された。 
  双曲線関数を分母に含むような無限級
数は、楕円関数論などとも関係して、Cauchy, 
Kronecker や Hurwitz の昔から研究されて
来た重要なテーマである。本研究ではこの種
の級数を、Eisenstein 級数の双曲型類似と
捉え、Barnes の多重ゼータ関数との関連を
提示し、種々の明示公式を得た。応用として、
q ゼータ関数のある種の特殊値が計算でき
ることもわかった。この方向の研究の中で、
今 ま で （ 二 重 ゼ ー タ 関 数 の 場 合 の 
Hardy-Littlewood の古典的な結果以外）知
られていなかった、Barnes の多重ゼータ関
数のある種の関数等式を証明することもで
きた。ほぼ同時に渋川氏もほぼ同じ結果を得
たが、我々の手法と渋川氏の手法は全く異な
っている。 
  多重ゼータ関数はそれでもなお、その解
析的挙動は容易にはわからない。特にその零
点分布は全くの謎に包まれている、と言って
良い。零点分布の研究の出発点として、本研
究では数値実験も行い、零点集合の描画を行
いながらその挙動を考察した。まず最初に、
一変数にした場合の数値実験を試みて、その
場合には、Hurwitz ゼータ関数の零点分布と
類似した分布状況を示すことを確認した。若
干の理論的考察も行なったが、全体的な理論
的解明はまだまだである。続いて多変数の場
合であるが、この場合には状況が複素多次元
になるので平面には描画できないし、そもそ
も零点集合が孤立点ではないのでその扱い
は一段と困難になるが、相当量の数値実験を
行い、零点集合の漸近挙動についていくつか
の予想を立て、そのうちのあるものについて

は証明することにも成功した。 
  多重ゼータ関数のもうひとつの難しさ
は、負の整数点が特異点集合上にあり、多く
の場合に不確定特異点になってしまうこと
である。したがってその値は近づき方に依存
する極限値としてしか定義できないが、それ
でも種々の手法によって計算されてきた。本
研究においては Mellin-Barnes 積分による
積分表示を用いて、任意の整数点の周りでの
多重ゼータ関数の Laurent 展開を具体的に
計算するアルゴリズムを与えた。（ある場合
にはその中にある種の積分が残ってしまう
のが、なお不完全な点ではあるが。） 
  いっぽう、何らかの方法で多重ゼータ関
数を「正規化」して特異性を排除してしまう、
という試みも考えられる。Manchon-Paycha, 
Guo-Zhang らによって、代数的な着想による
「繰り込み」の手法が提案されていたが、本
研究ではそれとは全く異なる複素解析的な
アイデアで特異点解消型多重ゼータ関数を
定義し、その基本性質を証明した。特に特異
点解消型の多重ゼータ関数が本来の多重ゼ
ータ関数の有限個の線形結合でかけるとい
う結果は、その結合によって特異点の驚くべ
き打ち消し合いが起こっていることを意味
し、著しい結果であると考えられる。しかし
特異点解消型多重ゼータ関数の意義の本格
的解明は今後の研究によることになるであ
ろう。 
  しかし少なくとも、その着想を元に p進
多重ゼータ関数を導入し、Kummer 型の合同
式などの基本性質を示した。これは本質的に
は以前に導入していた二重の場合の拡張に
なっており、従ってある意味では古典的な  
Kubota-Leopoldt の p進ゼータ関数の系列に
連なる者であるが、一方ではそれが以前古庄
によって導入されていたp進多重ポリログと
密接に関係していることを見いだすことが
できた。これは全く出自の異なる二つの p進
的対象を結びつけた成果である。 
  多重ゼータ関数の分子に数論的な意味
のある係数を載せた形の多重級数も重要な
研究対象である。こうして考えた級数も分子
の係数の影響で特異性がなくなる場合があ
るので、「正規化」の一種と言えなくもない。
特に二重級数の場合に、いくつかの注目すべ
き進展を得た。まず、数論的な係数が一個だ
け載っている場合には、二種類の関数等式が
成り立つことを発見した。そのうちの一つは 
かなり一般的な枠組みで成り立つ性質のも
のであり、他方もう一つは係数が保型形式の 
Fourier 係数の場合に、モジュラー関係式の
帰結として成立が示されるものである。その
証明には Mellin 変換を介するなどの解析
的な工夫が必要であった。また係数が von 
Mangoldt 関数の場合、一個だけだと全平面
への解析接続が可能だが、二個載っていると
自然境界が現れると思われる。この場合は 
Goldbach 予想とも関連するので興味深く、
Goldbach 予想の合同式条件付き類似に対す



る評価式と、Dirichlet の L 関数の零点との
相互関係を樹立した。これは多重ゼータ関数
の理論の古典的な整数論への寄与である。副
産物としての Landau-Gonek 公式の法につ
いて一様な一般化も得られた。 
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