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研究成果の概要（和文）：研究代表者は一般化されたケーラー多様体においても, 無限次元のシンプレクテッィ
ク幾何の枠組みが適用され, モーメント写像が構成され, このモーメント写像が一般化されたケーラー多様体の
スカラー曲率と見なせることを示した. 筆者は一般化された接続の概念を導入し, 一般化されたケーラー多様体
上のベクトル束においてもシンプレクティック幾何の枠組みが適用出来ることを見抜き, 一般化された正則ベク
トル束の曲率をモーメント写像の枠組みを使って定式化した. このアインシュタインーエルミート条件を満たす
一般化された接続のモジュライ空間を構成し, 変形複体が楕円型であることを示し有限次元の変形空間を構成し
た.

研究成果の概要（英文）：From a view point of the moment map, we introduce the notion of 
Einstein-Hermitian generalized connections over a generalized Kahler manifold of symplectic type. We
 show that moduli spaces of Einstein- Hermitian generalized connections arise as the Kahler 
quotients. The deformation complex of Einstein-Hermitian generalized connections is an elliptic 
complex and it turns out that the smooth part of the moduli space is a finite dimensional Kahler 
manifold. The canonical line bundle over a generalized Kahler manifold of symplectic type has the 
canonical generalized connection and its curvature coincides with ”the scalar curvature as the 
moment map”. Kahler-Ricci solitons provide examples of Einstein-Hermitian generalized connections 
and Einstein Hermitian co-Higgs bundles are also discussed.

研究分野：微分幾何、複素幾何
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１． 研究開始当初の背景 
一般化された複素構造および一般化され

たケーラー構造は通常の複素構造, シン

プレクティック構造を特別な場合として

含む多様体の幾何構造である. ポアソン

幾何, ノンケーラー幾何(双エルミート幾

何), 非可換代 数幾何, 幾何学的偏微分

方程式, 実4次元の微分トポロジーなど, 

様々な分野と深く関連しており, この研

究分野の大きな広がりが注目されている. 

申請者の研究により, 一般化されたケー

ラー多様体の変形安定性定理が確立され, 

非自明な一般化されたケーラー多様体が

正則なポアソン構造により豊富に構成さ

れることが示され, この分野の研究が急

速に進展した. 一方, 近年, ケーラー・ア

インシュタイン幾何学において, 

Donaldson-Tian-Yau 予想がファノ多様体

に関 して解決され顕著な発展が起こっ

ている. 

２． 研究の目的 
本研究はこれらの発展を取り込み, 一般

化された複素多様体および 一般化され

たケーラー多様体の研究を更に推進する

ことを目的とした. 

３． 研究の方法 
一般化されたカラビーヤオ構造, 一般化

された複素構造に関して, 研究を進めた. 

これらの幾何構造は研究代表者:後藤が

確立した特殊な微分形式の定める幾何構

造の理論が適用出来る重要な幾何構造で

ある. 一般化された複素構造はポアソン

幾何, 非可換幾何, 導来圏の変形, 4次元

多様体の微分トポロジーそして数理物理

など, 様々な分野との関連が示されてい

る. これらとの関連をもっと明確にする

ことを目標に一般化された複素多様体の

研究を進展させた. 具体的には, 1. 複素

曲面上の一般化された複素構造の変形 

とモジュライ空間の構成 2. 実4次元多

様体上の一般化された複素構造の対数変

換による構成 3. トーラス作用を用いた

一般化されたカラビーヤオ構造の構成な

どを行い,  更に, 研究の発展に伴い次の

テーマの研究も行った. 

(I) 一般化されたケーラー多様体上のベ

クトル束に関する Kobayashi-Hitchin 

対応  

(II) 一般化されたケーラー多様体に関す

る Donaldson-Tian-Yau 予想 

(III) 導来圏の変形, 非可換代数幾何と一              

般化された複素幾何との対応 

 
４． 研究成果 

(1) 一般化された複素構造は Hitchin により

2002年に導入された多様体上の幾何構造であ

り, 複素構造, シンプレクティック構造を 特

別な場合として含み, さらにこの二つの幾何

構造が混合した新しい幾何構造となっている. 

一般化されたケーラー構造は通常のケーラー

構造の拡張であり, 双エルミート構造と同値

であることが示され, また非可換代数多様体

との関連も示されて注目されている. ケーラ

ー多様体上に非零な正則ポアソン構造がある

と, ポアソン構造のランクの変化に応じて, 

構造のタイプ数がジャンプする一般化された

複素構造が構成され, 興味深い研究対象とな

っている. 特に, 複素曲面上, ポアソン構造

により得られた一般化された複素構造 に関

しては, ポアソン構造の零点集合が非特異な

らば, その変形は常に非障害的であり, 変形

は零点集合の補集合の第二特異コホモロ ジ

ーにより与えられるという結果を証明した

(論文[1]参照). これらの結果は通常の複素

構造の変形とは異なり, 一般化されたポアソ

ン曲面については変形が位相的なものになる

という顕著な特質を示している. 



(2)実４次元の多様体には,複素構造もシンプ

レクティック構造も入らないが, 一般化され

た複素構造が入るものがある(Gualtieri and 

Cavalcanti の結果). 一般の対数変換に対し

て一般化された複素構造を構成する手法を開

発し, ジャンピング・ローカスの成分の個数

をいくらでも大きく出来る４次元多様体を構

成した([2] 参照).  

(3) ケーラー幾何学において, スカラー曲率

がモーメント写像として現れることが知られ

ている(Donaldson-Fujiki の定理). 研究代表者

は一般化されたケーラー多様体においても, 

無限次元のシンプレクテッィク幾何の枠組み

が適用され, モーメント写像が構成され, こ

のモーメント写像が一般化されたケーラー多

様体のスカラー曲率と見なせることを示した. 

一般化されたケーラー 多様体上においては

Levi-civita 接続はうまく定義されない. また

曲率もテンソルとはならない困難があるのだ

が, スカラー曲率, およびリッチ曲率はモー

メント写像により, 自然に定義される点が注

目すべき点である. これらの研究成果は論文 

scalar curvature a s moment map in generalized 

Kahler geometry にまとめ,  Arxiv 上の発表

し, また, 海外の研究集会にて講演した. 

(4) 一般化されたケーラー多様体上のベクト

ル束の研究を進めた. ケーラー多様体上のア

インシュタインーエルミート計量はシンプレ

クティク幾何学の枠組みにおいて捉えること

が可能であり, 曲率のアインシュタインーエ

ルミート条件は モーメント写像として現れ

ることが知られている. 筆者は一般化された

接続の概念を導入し, 一般化されたケーラー

多様体上のベクトル束においてもシンプレク 

ティック幾何の枠組みが適用出来ることを見

抜き, 一般化された正則ベクトル束の曲率を

モーメント写像の枠組みを使って定式化した. 

(一般化された接続においては通常の方法に

おいては曲率はテンソルではなく微分作用素

となってしまうため, 発想の転換が必要であ

った.) この新しい曲率の定義から, 一般化

されたケー ラー多様体上のベクトル束の新

しいアインシュタインーエルミート条件を定

式化した. 更に, このアインシュタインーエ

ルミート条件を満たす一般化された接続のモ

ジュライ空間を構成し, 変形複体が楕円型で

あることを示し有限次元の変形空間を構成し

た. 特に, 標準束に入るキャノニカルな接続

の曲率が（３）において構成した一般化され

たケーラー多様体のスカラー曲率に一致する

ことを示し, ケーラー多様体の場合と同等の

対応が確立された. これらの結果は論文 

Moduli spaces of Einstein-Hermitian generalized 

connections over generalized Kahler manifolds of 

symplectic type, Ryushi Goto にまとめ, Arxiv 

上に発表し, 国内外の様々な研究集会にて発

表した. これらの研究により, 一般化された

ケーラー幾何において, アインシュタインー

ケーラー計量, アインシュタインーエルミー

ト計量の概念が確立され, 今後の更なる発展

の道筋が示された. 
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