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研究成果の概要（和文）：調和関数や熱方程式解，Green核，熱核と定義領域の関係や空間複雑性の境界挙動へ
の影響を研究し，ユークリッド空間の複雑領域，多様体，バリフォールド，ネットワーク，フラクタルなど様々
な分野に応用した．とくに，除外集合を許したHarnack原理，最小固有値の容量的幅による評価，大域的境界
Harnack原理のGreenレベル集合の容量的幅による十分条件，放物型境界Harnack原理（Intrinsic 
Ultracontractivity）に対応する条件，グラフ領域が大域的境界Harnack原理をみたす臨界連続率，無限におけ
る容量密度の極限の0-1法則などに新しい結果を得た．

研究成果の概要（英文）：Relationships among harmonic functions, solutions to the heat equation, the 
Green and heat kernels and their defining domains, the influence of the space complexity to the 
boundary behavior were studied.  They were applied to various fields such as non-smooth Euclidean 
domains, manifolds, varifolds, networks and fractals.  In particular, new results were obtained in 
Harnack principle with exceptional sets, estimates of the principal frequency in terms of capacitary
 width, sufficient conditions for the global boundary Harnack principle based on the capacitary 
width of sublevel sets of the Green function, conditions for the parabolic boundary Harnack 
principle (Intrinsic Ultracontractivity), the critical exponent of a graph domain enjoying the 
global boundary Harnack principle, and the 0-1 law of the capacity density at infinity and so on.

研究分野： 基礎解析学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
正調和関数族を決定する理想境界は Martin
によって導入され，解析学にとどまらず幾何
学や確率論の観点からも深く研究されてき
た．この理想境界を Martin 境界という．
Martin 境界は領域や多様体の構造に深く依
存しており，一筋縄ではとらえられない興味
深い対象である．研究代表者は一様領域にお
けるスケール不変な境界 Harnack 原理を確
立し，その Martin 境界を決定することに成
功していた．これは一つの大きな節目となっ
た．その議論は初等的であり，調和関数に固
有な性質を用いるのではなく，大雑把な性質
（比較原理と Harnack 原理）のみを用いる．
これらの性質を領域の幾何学的性質とマッ
チするように，擬双曲的距離を導入し，領域
を分割したり，開集合の解析的な幅を特徴付
ける容量幅を定義し問題を離散化して，最終
的な結果を導いている． 
一方，Cheeger，Heinonen，Koskela などに
より，距離と測度だけがある距離測度空間に
微分を定義し，それに基づく解析学が提唱さ
れるようなった．これは通常の領域や多様体
だけでなく，非常に複雑な構造をもった空間
を含むものである．空間構造の基本は
Poincare の不等式によって与えられ，これは
Grigor'yan, Saloff-Coste，Sturm などによっ
て測度のダブリング性と熱核の評価に同値
であることが明らかにされた．さらに，Gyrya
とSaloff-Costeは熱核の評価に擬双曲的距離
と容量幅を組み合わせ，Dirichlet 形式の一般
の設定で，内部一様領域に対する Neumann
および Dirichlet 熱核の研究を行っている． 
これらの研究状況から空間および領域の複
雑性とその上の調和関数の構造・熱核の挙動
には深い関係があり，空間や領域を一般化す
ることによってその本質が解明されつつあ
ることが理解される．その際に，最も基本的
なユークリッド領域上の調和関数に対する
議論が一般的な設定に拡張され本質的な役
割を果たしてきた． 
 
２．研究の目的 
領域や，Riemann 面，多様体，ネットワーク，
フラクタル上の調和関数の族はこれらの対
象の幾何学的性質を反映するものとして古
くから研究されてきた．そのなかでも境界や
無限遠方での調和関数族の構造を明らかに
する理想境界は空間の幾何学的性質と密接
に関係する．Brown 運動と調和関数や熱方程
式の関係から，熱核の評価とも深い関係にあ
る．近年では距離測度空間における微分の定
義が開発され，Dirichlet 形式の理論が発展し，
古典的な結果の多くが抽象空間にまで拡張
されている．本研究の目的は調和関数や熱方
程式の解がこれらの幾何学的対象とどうか
かわってくるか? とくに空間の複雑性がどの
ように理想境界に影響するかをポテンシャ
ル解析の手法を用いて解明することである． 
 

３．研究の方法 
研究代表者・研究分担者・連携研究者をそれ
ぞれの専門分野を考慮してグループ分けし，
各方面の研究を深化させる．  
(1) ユークリッド領域のポテンシャル解析 
【相川，平田，利根川】 
境界 Harnack 原理と理想境界． 
スケール不変な境界Harnack原理は一様領域
で領域の複雑さを計ることにより，極小
Martin 境界点の個数を評価したり，調和測度
を調べる．観点を入れ替えて，ポテンシャル
論的性質から領域の複雑さを決定する． 
放物型方程式の非負値解． 
時間に依存する複雑領域において放物型方
程式の非負値解全体の構造，解の性質と境界
挙動を解明する．そのためにグラフで描けな
い複雑領域の適切な定義と積分表現に必要
な理想境界の構成を目指す．また，熱測度が
２倍条件を満たすような領域の幾何的性質
を探求する． 
平均曲率流への応用． 
特異性を持つ一般次元集合の平均曲率流に
ついて，一般点における正則性理論は非線形
偏微分方程式の枠組みで構成されている．こ
の理論に，ポテンシャル解析の手法と結果を
応用して，動く特異点の正則性を明らかにす
る． 
(2) 複素空間・複素領域のポテンシャル解析 
【志賀，須川， 島内，濱田，濱野】 
双曲計量と領域複雑性． 
平面領域の双曲計量の境界挙動は領域の形
状に深く依存しており，これらの関係が領域
上の複素関数論の展開に重要である．逆に領
域上の複素関数の豊かな性質によって双曲
計量や領域の形状やその理想境界が明らか
になる．境界がフラクタル構造を持つことと
双曲計量の境界挙動の相互関係を調べる．双
曲計量の研究にはHeinsによるポテンシャル
論的アプローチが有効であることが分かっ
ており，その立場から双曲計量を解析する． 
Teichmüller curves． 
代数曲線から Teichmüller空間への局所等長
写像の像を Teichmüller curve と呼ぶ．これ
は近年数論幾何，代数幾何の観点から研究が
進められているが，これを複素解析やポテン
シャル解析の手法を用いて研究する． 
(3) 多様体・フラクタル・ネットワークのポ
テンシャル解析 
【木上，加須栄，松村，川上，熊谷】 
フラクタル上の熱核評価． 
resistance form の概念を明確化するととも
に，一般の距離空間上の resistance form を
構成する．フラクタルを典型例とする複雑系
の上にディリクレ形式やラプラス作用素が
与えられたとき，その熱核の評価を求め，測
度と組み合わせた場合に対応する確率過程
の熱核の漸近挙動を明らかにする． 
Jump 確率過程の境界 Harnack 原理． 
ラプラシアンの分数ベキは非局所的な作用
素であるが，その解は調和関数と良く似た性



質をもつ．確率論的には Jump-type 確率過程
が対応し，一般空間での研究が進行中である．
ここでは，作用素の perturbation に対して
境界Harnack原理がどのように対応する研究
する． 
多様体・ネットワークと理想境界． 
無限グラフあるいは非コンパクト完備リー
マン多様体に対して，ディリクレエネルギー
有限な関数の空間と密接に関連した理想境
界・コンパクト化を研究する．無限グラフの
Floyd 境界，および無限ネットワークあるい
は非コンパクト完備リーマン多様体の倉持
境界を取り上げる．ディリクレエネルギー有
限な写を視座におき，適切な距離を導入して
幾何学的なコンパクト化による関数空間の
良い表現を求める． 
 
４．研究成果 
調和関数や熱方程式解，Green 核，熱核と定
義領域の関係や空間複雑性の境界挙動への
影響を研究し，ユークリッド空間の複雑領域，
多様体，バリフォールド，ネットワーク，フ
ラクタルなど様々な分野に応用した．とくに，
研究代表者は除外集合を許したHarnack原理，
最小固有値の容量的幅による評価，大域的境
界 Harnack 原理の Green レベル集合の容量的
幅による十分条件，放物型境界 Harnack 原理
（Intrinsic Ultracontractivity）に対応す
る条件，グラフ領域が大域的境界 Harnack 原
理をみたす臨界連続率，無限における容量密
度の極限の0-1法則などに新しい結果を得た． 
研究分担者を含めたより詳しい成果を以下
に述べる． 
 
(1) ユークリッド領域のポテンシャル解析 
一般領域の Dirichlet 最小固有値を容量的幅
を用いて評価した．熱半群に対する Intrinsic 
Ultracontractivity を容量的幅と Green 関数
により導いた．グラフで与えられた領域が大
域的境界 Harnack 原理をみたすかどうかに
ついて研究し，成立するためのグラフのシャ
ープな滑らかさを明らかにした．非有界集合
の容量密度について考察した．半径一定の球
に対する容量密度の中心を動かしたときの
下限（下容量密度）を研究し，半径を大きく
したときの下容量密度の極限値は 0 か 1 に限
ることを示した．さらにこの結果を距離測度
空間に拡張した．熱方程式や吸収項をもつ半
線形熱方程式の解の除去可能な特異点につ
いて考察した．特に，放物型距離に関する
Minkowski 容量を導入して増大条件や可積分
条件を満たす解に対する除去可能集合を調
べた．Lipschitz 領域上の熱核評価の応用と
して，境界に特異点をもち時間無限で Martin
核と比較可能な定常解に収束するような半
線形熱方程式の正値解の存在について考察
した．正値調和関数に対する Carleson 評価
や境界減衰評価および熱核評価を利用して，
Lipschitz 領域において非線形不等式を満た
す非負優温度関数に対する増大評価を与え，

半線形熱方程式の正値解に対する既存の評
価を改良した．Brakke の定義した幾何学的測
度論の枠組みにおける平均曲率流に関連し，
境界で直交条件を満たしつつ動く平均曲率
流の Brakke 解の構成を，Allen-Cahn 方程式
の特異摂動を用いて行った．また 1 次元の
Brakke解で典型的な3重点周りの正則性定理
を証明した．平面上での一般的な 1次元曲率
流に対して， 最も重要な特異点である 3 重
点の近傍でのε正則性定理を幾何学的測度
論の枠組みで証明した．曲面の一般化である
varifold に対して，境界における接触角度条
件 の 概 念 に つ い て 研 究 を 行 い ，
Modica-Mortola 汎関数の特異摂動問題で自
然に発生する条件を得た． 
 
(2) 複素空間・複素領域のポテンシャル解析 
Klein 群の擬等角変形空間の複素構造につい
て研究を行ない，Klein 群の不連続成分の形
状がその変形空間の構造に大きく影響を与
え，様々な複素解析的性質，例えば正則凸性
などが変化することを発見した．また，コー
シー積分の境界値に関しても新たな知見を
得た．双曲計量と球面幾何を用いてリーマン
球面内のコンパクト集合が一様完全である
ための新たな特徴付けをみつけた．また，リ
ーマン球面から有限個の点を抜いたリーマ
ン 面 の 双 曲 距 離 の 評 価 を 行 っ た ．
Teichmüller 曲線と呼ばれる Riemann 面から
モジュライ空間への局所等距離正則写像に
ついて研究し，その剛性と有限性について新
しい結果を得た．さらに Teichmüller空間の
thick part の geometry，特にその凸性につ
いて新たな知見を得た．また，一般の Riemann
面上の種々の調和関数の空間から定義され
る不変距離について考察し，その値の評価及
び完備性について，Riemann 面のポテンシャ
ル論的性質から考察した．Riemann 面上の
様々な調和函数から定義される不変距離に
ついて，双曲距離との比較からいくつかの不
等式を導き，その等号成立条件について調べ
た．また，Klein 群の変形空間の複素構造を
調べ，その正則凸性について新しい知見を得
た．さらに Riemann 面をパラメータ空間とす
る正則運動がリーマン球面の正則運動に拡
張 で き る た め の 必 要 十 分 条 件 を そ の
monodromy を用いて与えた．球面や双曲平面
内の領域のその幾何に関する凸性を双曲計
量の言葉で記述することに成功した．単葉函
数の係数評価や擬等角写像に関する研究を
行った．擬等角写像の数値的構成手法および
その応用について考察した．  
 
(3) 多様体・ネットワーク・フラクタルのポ
テンシャル解析 
Modular sequence spaces をモデルにした非
線形ネットワーク上のポテンシャル論を展
開し，フローに関するトムソンの原理，射に
関するレイリー単調性法則，倉持境界とディ
リクレ問題などについて研究した．完備極小



曲面のガウス写像や弱完備な平坦波面の標
準形式などを含んだ曲面のクラスにおける
ガウス写像の除外値数の上限の幾何学的意
味を明らかにした．双曲空間に埋め込まれて
いるグラフを考え，拡大定数の幾何的な評価
式を与えた．半正値ではあるが正値性ではな
い曲率を持つ直線束の特異計量とその特異
性を測る乗数イデアル層を研究した．乗数イ
デアル層を用いたコホモロジーの単射性定
理を定式化し，最小特異計量に対する Nadel
型のコホモロジー消滅定理を得た. 一般化
された離散 Orlicz 空間や一般化された Lp空
間を含む，離散モジュラー列空間を枠組みと
する非線形ネットワーク上のポテンシャル
論を，ロイデンコンパクト化と倉持コンパク
ト化を中心に研究した．非線形ネットワーク
のポテンシャル論を展開し，その基礎を確立
した． Stretched Sierpinski gasket と呼
ばれる Sierpinski gasket の分岐点を区間
で置き換えた集合上のポテンシャルの構成，
調和関数の構造などについて研究を行い，ど
のようなポテンシャルが存在するのかにつ
いて完全な分類を行った． Sierpinski 
carpet 上のブラウン運動の time change に
ついて考察し，speed 測度がユークリッドの
距離に対して volume doubling property を
持つときには，ユークリッドの距離と 
quasisymmetric な距離が存在して time 
changed process の熱核はその距離に関して 
sub-Gaussian 型の評価を持つことを示した．  
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