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研究成果の概要（和文）：本研究では、実および複素エノン写像の位相的性質や組み合わせ論的性質について
様々な角度から考察を行い、幾つかの成果を得た。中でも、実エノン写像族のパラメータ空間における双曲的ホ
ースシュー領域や最大エントロピー領域の位相的性質、その境界のパラメータに置けるエノン写像の不変測度の
変分原理的特徴付け、複素エノン写像族のパラメータ空間におけるモノドロミー群作用と記号力学系の自己同型
群への表現の研究などを行った。

研究成果の概要（英文）：We obtained some results concerning combinatorial and topological aspects of
 both real and complex Henon maps. Among others, we studied topological properties of the hyperbolic
 horseshoe locus and the maximal entropy locus in the parameter space of the real Henon family, 
variational characterization of some invariant measures of the Henon maps at the boundary of the 
horseshoe locus, and the representation of the monodromy group action of the horseshoe locus for the
 complex Henon family to the automorphism group of the corresponding symbolic dynamics.

研究分野： 力学系理論
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１．研究開始当初の背景 
 
エノン写像族とは、 
 
f_{c, b} : (x, y)-> (x^2+c-by, x) 
 
で与えられる C^2 の多項式自己同型写像族
である。この写像は、歴史的にカオスが初め
て発見されたことで名高いローレンツ方程
式の離散時間版として 1970 年代に導入さ
れた。その後、実変数の力学系としてはスト
レンジ・アトラクターの存在が証明された非
一様双曲的力学系の最も重要なクラスとし
て、また複素変数の力学系としては多重ポテ
ンシャル論を用いた多変数複素力学系のエ
ルゴード論的研究のモデル・ケースとして、
それぞれ活発に研究され続けている。 
 
その一方で、１変数２次多項式族の複素力学
系理論の成功に見られるような、ジュリア集
合の組み合わせ論的研究や、相空間とパラメ
ータ空間との相互関係などについてはエノ
ン写像についてはほとんど知られてこなか
った。 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究で明らかにしたい最終目標は、複素エ
ノン写像のパラメータ空間内の分岐現象に
関する大域的構造を解明することにある。一
般にエノン写像の性質、特にそのジュリア集
合のトポロジーや組み合わせ論的性質は、パ
ラメーに大きく依存する。本研究の目的は、
相空間 C^2 内の個々のジュリア集合が持つ
組み合わせ論的情報をそのパラメータ空間
へ「転送」することで、エノン写像族の分岐
現象に関する大域的構造を解明する点にあ
る。 
 
現在までに、相空間からパラメータ空間への
「転送」のアイデアが最も成功した理論は、
２次多項式族に対する  Douady--Hubbard 
理論である。そのカギは、充填ジュリア集合
の補集合における線形化写像と臨界値を用
いて、パラメータ空間内のマンデルブロー集
合の補集合に自然な極座標を導入する点に
あった。ところがエノン写像は微分同相写像
なので、上に述べた様な構成を適用する事は
不可能であった。そこで申請者は新しいアイ
デアとして、相空間からパラメータ空間への
群作用同士の対応に注目することで新しい
対応関係を構築することを目標とする。 
 
またさらに以上に述べた手法を、実エノン写
像の力学系的性質やそのパラメータ空間の
構造の解析へと応用することも目標の一部
とする。 
 
 

３．研究の方法 
 
具体的な研究手法として、以下の三つのステ
ップを考える。 
 
(1) 第一に、二つの Hubbard tree の間に「ホ
モトピー・シフト同値性」の概念を導入し、
位相共役不変量を抽出する。つまり、二つの 
Hubbard tree に対してそれぞれの帰納極限
上のシフト写像が位相共役なら、もとの 
Hubbard tree 同士が力学系の意味でホモト
ピー・シフト同値である事を証明する。 
 
(2) 次に、この位相共役不変量を IMG 作用
の固定点集合と対応付け、更にホースシュ
ー・モノドロミー作用の固定点集合と結び付
ける。少なくとも実エノン写像の場合には、
研究分担者の荒井迅氏による最近の結果で、
ニーディング列の対応物がホースシュー・モ
ノドロミーの固定点集合と一致することが
示された。この結果をもとにして、より一般
の双曲的エノン写像の場合に IMG 作用の
固定点集合やホースシュー・モノドロミー作
用の固定点集合との対応を証明する。 
  
(3) 最後に、ホースシュー・モノドロミー作
用の固定点集合同士を比較することで、パラ
メータ空間内の分岐現象に関する大域的構
造の解明を行なう。中でも、１変数２次多項
式族に対する双曲的成分がエノン写像のパ
ラメータ空間へどのように延長されている
か、どの双曲的成分同士はパラメータ空間内
で隣り合っているか、またその隣り合い方の
ルールは何か、等について解析を行なう。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) Ishii, Yutaka, Hyperbolic polynomial 
diffeomorphisms of C^2 III: Iterated 
monodromy groups. Adv. Math. 255 
(2014), 242–304.  
において、われわれはエノン写像に対してそ
の Hubbard tree を出発点として iterated 
monodromy group と呼ばれる群作用のアナロ
ジーを定義することに成功した。これは 
Nekrashevych が拡大的な力学系に対して展
開した理論の双曲的なケースへの初めての
拡張になっている。エノン写像の場合にはそ
の定義には２つの群作用が必要で、一つは不
安的方向を記述する IMG 的な群作用と安定
方向を記述するホロノミー群的な群作用の
あ る 種 の 積 と し て 得 ら れ る  inverse 
semi-group として定式化される。特にその
帰結として、ジュリア集合と IMG の群作用
の極限集合が同型になることを証明し、さら
に対応するオートマトンがジュリア集合の
組み合わせ論的性質を完全に復元すること
を証明した。 
 



(2) Ishii, Yutaka, Dynamics of 
polynomial diffeomorphisms of C^2: 
Combinatorial and topological aspects. 
Arnold Math. J. 3 (2017), no. 1, 119–173. 
においては、エノン写像のパラメータ空間に
おけるモノドロミー群作用に関するモノド
ロミー予想について考察を加えた。これはそ
もそも Chris Lipa の博士論文において議論
されていたが、本論文ではその内容を厳密に
定式化し直した。 
 
(3) Himeki Yutaro, Ishii Yutaka, M_4 is 
regular-closed. To appear in Ergodic 
Theory and Dynamical Systems (2018). 
では高い対称性をもつアフィン写像からな
る反復関数系のパラメータ空間におけるマ
ンデルブロー集合が正則閉になることを証
明した。これは関数の数が４の場合のみ未解
決 問 題とし て 知られ て いたが 、 今 回 
Calegari-Koch-Walker の手法を応用するこ
とで、関数の数が４以上の場合すべてに通用
する統一的で幾何的にシンプルな証明を見
出した。 
 
(4) Arai Zin, Ishii Yutaka, On parameter 
loci of the Henon family. To appear in 
Communications in Mathematical Physics 
(2018). では実エノン写像のパラメータ空間
における双曲的ホースシュー領域や最大エ
ントロピー領域に関する顕著な結果を得た。
具体的には、これらの領域がパラメータ空間
の b-軸から c-軸への実解析的関数によって
特徴付けられることを証明した。これはおよ
そ３０年前に数値実験で観察されて以来の
未解決問題であった。特にこの主結果の帰結
として、上述の２つのパラメータ領域が連結
かつ単連結になることが従う。これはある意
味でエノン写像のエントロピーがその最大
値においてある種の単調性を持つことを示
している。 
 
(5) Arai Zin, Ishii Yutaka, Hiroki Takahasi, 
Boundary of the horseshoe locus for the 
Henon family. To appear in SIAM Journal 
on Applied Dynamical Systems (2018). 
では、上記 (iv) で展開した手法のエルゴー
ド論なおうようについて考察した。特にパラ
メータ空間において良く知られたシュヴァ
ルツの補題と精度保証計算を巧妙に組み合
わせることで、ホースシュー領域の境界を記
述する関数の傾きを評価した。これと高橋の
結果を組み合わせることで、ホースシュー領
域の境界に対応したエノン写像の不変測度
に関して変分原理的な特徴付けが可能にな
った。またさらにこの手法を拡張して、ホー
スシュー領域の境界を記述する関数が b 
>0 の部分と b<0 の部分それぞれで単調に
なることも証明した。 
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