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研究成果の概要（和文）：分散性と非線形相互作用とが混在する非線形波動現象を記述する非線形シュレディン
ガー方程式を中心に，初期値問題の適切性と解の大域的な性質を研究した．フーリエ空間において解を展開し，
非線形共鳴と非共鳴の分類から解の非一様な特異性を特徴付けた．空間微分を非線形項に含む非線形シュレディ
ンガー方程式と，単位球面上に空間変数を制限した非線形シュレディンガー方程式に対しては，広範囲な関数ク
ラスで解を示した．また，解の波数エネルギーが転換される現象を示した．研究過程で，非線形相互作用の下で
異なる波数の時間発展を制御する方法を考察した．

研究成果の概要（英文）：In this study, I have developed the local and global well-posedness for the 
initial value problem related to the nonlinear Schrodinger equations in which dispersion effect and 
nonlinear interaction effect are incorporating. Using the Fourier analysis, I separated the solution
 into two parts; non-resonant and resonant oscillation parts, which have different in nature and 
distinguish nonuniformity part of solutions. For the nonlinear Schrodinger equations both with 
derivative in nonlinearities and on a sphere domain, I improved the local well-posedness for large 
function spaces. Moreover, I showed that there exists exchange of energy between Fourier modes. In 
the research process, I observed the estimation of energy exchange between different Fourier modes, 
due to the contribution in the nonlinear interaction.

研究分野： 偏微分方程式

キーワード： 分散型方程式　適切性　非線形波動
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１．研究開始当初の背景 

KdV 方程式や非線形シュレディンガー方程

式は非線形分散型方程式の典型例であり，振

動数と波数の違いによって伝播速度が異な

る分散性と非線形共鳴を起因とする集約性

とが共存する混在現象を記述する．このよう

な状況の下，非線形分散型方程式の解の局所

的・大域的な構造を解析する上で，近年では

関数解析的手法，及び調和解析的手法，それ

らを統合することが有力な研究方法となっ

ている．特に，１９９０年代の Bourgain, 

Kenig, Ponce, Vega，諸氏によるフーリエ制

限法による一連の研究は，初期値問題の適切

性に対して飛躍的な発展をもたらした．一方

で，ギブス測度に基づいた統計力学の側面か

ら解の軌道を考察したり，波動のエネルギー

がどのような過程で転換されるかを考察し

たりすると云った，解の定性的な性質を研究

する上で，分散性と非線形共鳴による解の非

一様な特異性をより厳密に解析する理論の

構築が必要となる．このような流れの中で，

調和解析的手法による厳密な解析手段を取

り込み，分散型方程式の初期値問題に対する

適切性と非適切性とを切り分ける臨界的な

状況を考察することは重要な研究である． 

 

２．研究の目的 

非線形シュレディンガー方程式を非線形分

散型方程式のプロトタイプとして，解の非一

様な特異性の伝搬を解析する方法を開発す

る． 

最終的には，初期値問題の適切性・非適切性

を切り分ける関数空間の決定，および，大域

的適切性が成り立つ場合にはその上での解

の大域構造を解明することである．特に，既

存の成果を基礎にフーリエ空間，および，時

空間座標における解の特異性に関する性質

を，エネルギー制御をキーワードとして非線

形分散型方程式の局所的・大域的適切性を統

一的に理解することを目指す． 

この研究期間においては，非線形シュレディ

ンガー方程式に対して，分散性と非線形性の

混在が解の存在証明にどのように起因する

か，可解性の問題を方程式の保存則や非線形

評価式に対するスケール不変な関数空間で

実現されるか，その解明を目指す． 

 

３．研究の方法 

調和解析的手法による精密な考察，方程式の

保存則をはじめとした方程式の幾何学的対

称性，非線形共鳴と非共鳴の違いによる特徴

づけから，分散性と非線形性との混在を解析

し，解の非一様的な特異性を解明する．非線

形効果から誘起される波束の変調構造を考

察することによって，従来に得られていた方

程式の適切性の問題を見直し，さらにこれま

での研究の方法に調和解析的な解析を統合

する形で，適切性が成り立つ臨界的な関数空

間を捉えることを試みる． 

非線形共鳴と非共鳴とに解を分解して，その

違いで解の非一様性を考察する．これらの性

質については，エネルギー分布の時間発展を

解析する方法をとる．ストリッカーツ型評価

式と調和解析的手法とを融合させることに

よって，厳密な解析方法をとる． 

 

４．研究成果 

（１）非線形相互作用効果として，空間微分

を非線形項にもつ空間１次元の非線形シュ

レディンガー方程式に対して，方程式のハミ

ルトン形式から誘導される不変測度が定ま

るソボレフ指数に含まれる関数空間で解の

存在定理を示した．フーリエ空間において，

非線形共鳴現象を起因とする発散成分を抽

出し，それを有限次元モデルで特徴付けた．

このモデルに対して不変測度のよる一様評

価が可能となり，非線形シュレディンガー方

程式との誤差評価により解の大域評価式を

構成することが可能となった． 

 



（２）単位球面上に空間座標の領域を制限し

た，べき乗型の非線形項をもつ非線形シュレ

ディンガー方程式に対して，方程式のハミル

トニアンに適合した臨界型ソボレフ指数を

求め，その指数を伴うベゾフ型の関数空間に

おいて解の存在定理が成り立つことを得た．

力学系分野における方程式の与えるギブス

測度を考えた正規分布のデータなどはその

指数より低い滑らかさを持つので，そのよう

な解のクラスを考えることは有効な研究と

いえる．滑らかさが弱い関数空間において，

非線形相互作用による特異性をうまく統御

することが問題であるが，非線形相互作用の

メカニズムの解析はエネルギー法を用い，特

異性を考察する解析は非線形項の振動形態

を共鳴する解の波長を制御する方法をとっ

た． 

 

（３）微分による移送項を非線形項にもつ非

線形シュレディンガー方程式に対して，偏微

分方程式論の見地から、時間大域解に対する

波数間エネルギー転換現象を調べた．非線形

相互作用によって引き起こされる解の特異

性をフーリエ解析による手法で特徴付け、関

数解析学の手法からそれを共鳴場に対する

有限次元近似モデル方程式との比較として

捉えて，エネルギー転換現象を数学的に記述

した． 

 

（４）空間１次元で５次の非線形項を持つ非

線形シュレディンガー方程式に対し，周期の

大きさをパラメータとして，マスエネルギー

の転換に観点を置いて非線形相互作用によ

る解のダイナミクスを研究し，方程式を近似

する有限次元モデルの導出，およびその方程

式から得られる特殊解の性質を研究するこ

とによって，解のエネルギー転換現象を解析

した．有限次元モデルと本来の解との誤差評

価に関して，エネルギー法を用いた評価式を

得た．方程式をフーリエ成分で書き下し，非

線形相互作用の特異性に寄与する非線形共

鳴成分をうまく抽出することにより，周期の

パラメータを用いて，エネルギー転換を示す

指数のオーダーを与えた． 
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