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研究成果の概要（和文）：変分的手法によるアプローチにより, 非線形楕円型方程式の研究を行った. 特に特異
摂動問題を重視し, 極限方程式に対して解の一意性, 非退化性が保証できない場合 ーLyapunov-Schmidt 法が適
用できない場合ー にも適用可能な変分的方法を見いだし種々の問題に対して凝集解の存在を示した. またスケ
ーリングによる不変性に注目することにより, 楕円型問題に対する新しい変分的アプローチを与えた.

研究成果の概要（英文）：Via variational approached, we study nonlinear elliptic problems. In 
particular, we develop a new variational approach and we construct concentrating solutions for 
several singular perturbation problems, where uniqueness and non-degenerary of solutions of limit 
problems are not known and the Lyapunov-Schmidt reduction method is not applicable.
We also introduce new variational approaches based on the scaling properties the problems, which 
enable us to study ground states and other solutions for several nonlinear elliptic equations and 
systmes.

研究分野： 解析学

キーワード： 変分問題　非線形楕円型方程式　特異摂動問題　ミニマックス法
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１．研究開始当初の背景 
変分構造を伴った微分方程式(系) は数理物
理, 数理生物学等におけるいろいろなモデル
あるいは微分幾何学に現れ, もっとも重要な
非線形問題のクラスのひとつである. 変分構
造をもつ微分方程式の解は対応する汎関数
の臨界点として特徴付けられ, 汎関数の最小
点あるいは極小点に相当する解の存在問題
の解析的研究は長い歴史をもつ. しかし鞍点
に相当する解の存在問題の研究は比較的最
近 Ambrosetti-Rabinowitz らにより始まり,
ミニマックス法が整備されて依頼, 飛躍的進
歩をみている. 研究代表者は学位を得て以来, 
変分法を中心に研究を続けており, ハミルト
ン形の周期解, ホモクリニック解の存在問題, 
非線形スカラーフィールド方程式に対する
正値解の多重性等を研究してきたが, 2004 
年以降は非線形楕円型方程式に対する特異
摂動問題を研究しており, 極限方程式の解の
一意性, 非退化性を要求しない特異摂動解の
変分的構成等に成功している.  
 
２．研究の目的 
(1) 特異摂動問題. 
特異摂動問題は本研究の主要なテーマであ
り, 数理物理, 数理生物モデル等とも深い関
連をもつ. 次のトピックに焦点を当てた. 
(1-a) 変分的な凝集解の構成 
非線形シュレディンガー方程式に対する特
異摂動問題は Floer-Weinstein の 1986 年
の仕事以降, 多くの研究者により非常に多く
の研究がなされてきた. 特に非線形項がべき
関数のとき極限方程式の正値解は平行移動
を除いて一意かつ非退化であることを用い
て Lyapunov-Schmidt 法を用いることによ
りポテンシャル関数の臨界点に凝集する解
の構成が行われている .  Byeon-Jeanjean 
により始まった極限方程式の解の一意性, 非
退化性を仮定せずに凝集解の存在を構成す
る変分的方法を研究代表者は J. Byeon 氏と
共に発展させ, それまで極小点での凝集のみ
が可能であった変分的方法を鞍点等にも適
用可能としている.  ここで用いられている
アイデアの広いクラスの問題への適用を考
え, 特に方程式系への応用を目指した.  
(1-b) 高振動解 
空間次元が 1 の場合にはより高いエネルギ
ーをもつ adiabatic jump を伴う高振動解の
構成を振り子の問題等に対して取り組んだ. 
 
(2) 非線形楕円型方程式(系) に対する解構造
の研究 
特に (i) 数理物理, 数理生物モデルにおける
定常解 (特に基底状態) の存在問題, (ii) 非
線形楕円型方程式の解の安定性, 不安定性 
を中心として非線形楕円型方程式の研究 に
取り組んだ, 
 
(3) 変分構造を持たない非線形楕円型方程式
の研究 

楕円型方程式が変分構造を持たない場合で
も, 変分構造をもつ方程式からの摂動として
とらえることにより, 大域的な解析が可能と
なる場合がある. ここでは, そのような例と
して臨界増大度をもつ gradient 項を含む問
題に対して大域的解析を試みた. 
 
３．研究の方法 
次の役割分担の下で研究を行った. 
 
(1) 特異摂動問題の研究: 田中, 生駒, 佐

藤 
(2) 非線形楕円型方程式(系)の研究: 田中, 

小澤, 大谷, 足達, 倉田, 塩路 
(3) 変分構造を持たない楕円型方程式の研

究: 田中, 山田, 兼子 
 
テ ー マ  (1) に 関 し て は  J.Byeon 氏 , 
L.Jeanjean 氏との共同研究を重視した. な
お, 研究を遂行する上で非常に重要な実解
析的手法については小薗氏よりサポートを
受けた. 
 
４．研究成果 
(1) 特異摂動問題 
J. Byeon 氏と共に開発した極限問題の解の
一意性, 非退化性を要求しない変分的方法
を発展させることにより, 代表者は J. 
Byeon 氏と共に種々の問題に適用を行った. 
従来は非線形シュレディンガー方程式に対
して極小点における凝集解の構成が主に行
われていたが, 極大点をはじめとする臨界
点 で の 凝 集 現 象 を 見 い だ す と 共 に 
clustering 解の存在証明に成功した. また
チューブ状領域の幅を一定に保ったまま拡
張した領域での非線形楕円型方程式を考え
正値解の多重度を考え, 領域の拡張と共に
個数は無限大に発散することを示すことに
成功した. この問題は領域に関する特異摂
動問題とみることができ, 極限問題の解の
非 一 意 性 , 退 化 が 自 然 に 生 じ , 
Lyapunov-Schmidt 法の適用は望めず, 変分
法によるアプローチが非常に有効であるこ
とを端的に示すよい例となっている. 
他の特異摂動問題としては, 非線形シュレ
ディンガー方程式および磁場効果を持つ非
線形シュレディンガー方程式に対して, ポ
テンシャル関数の臨界点集合が位相的に豊
かな構造をもつときに, その位相的状況と
凝集解の多重度の関連の研究を代表者は S. 
Cingolani 氏, L. Jeanjean 氏と共に行った. 
従来このような問題では Nehari 多様体上
に問題が帰着できる場合が主に扱われてい
たが, スケーリングに関する性質を重視す
ることにより, Nehari 多様体上に問題を帰
着することなく非常に一般的な非線形性を
もつ方程式に対して多重度を示すことに成
功した.  その際, 相対 cup-length が有効
に用いられ, 臨界点集合の cup-length に
より, 凝集解の個数は評価される. 



また, 高振動解の構成問題については代表
者は P.Felmer 氏らと共に振り子の運動方
程式に対して adiabatic jump を伴う興味あ
る解の構成に成功した. 
 
(2) 非線形楕円型方程式(系) に対する解構
造の研究 
代表者は C.-N. Chen 氏と共に全領域におけ
る FitzHugh-Nagumo 方程式をスケーリング
性を重視して変分法による新しいアプロー
チを行い, 従来の存在結果の改良に成功し
た. また代表者は分担者の小澤氏および林
氏と共に 2 次の相互作用をもつ非線形シュ
レディンガー方程式系についてコーシー問
題を考えると共に, 基底状態に対応する定
常解を変分法により求めることに成功した. 
また代表者は log 型の非線形性を伴う非線
形 シ ュレデ ィ ンガー 方 程式に 対 し て 
multi-bump 解の構成を C. Zhang 氏と共に 
成功している. この問題は log のもつ特異
性ゆえに通常のソボレフ空間では定式化で
きないという技術的難しさを持っているが, 
周期関数の空間を巧妙に用いることにその
困難さを回避している. 
また分担者の小澤氏は半相対論的非線形ハ
ートリー方程式の基底状態の存在の証明, 
非線形分数冪シュレディンガー方程式の定
在波の軌道安定性の証明に成功した. 
また連携研究者の足達氏は相対変分構造を
もつ準線形楕円型方程式について, 可解性 
(特にエネルギー最小解の存在), 一意性お
よびパラメーターを変化させた際の解の漸
近挙動に関する精緻な結果を得た. 
連携研究者の佐藤氏は 3 つの方程式からな
る連立非線形楕円型方程式について, 引力
的および斥力的名 2 種の相互作用を同時に
含む複雑な場合を Z.-Q. Wang 氏と共に扱い, 
正値解の存在を示すと共に, その定性的な
性質の研究を行った. 
また連携研究者の生駒氏は分数冪作用素を
伴う非線形楕円型方程式をスケーリング則
をみたさない場合に扱い, 最小エネルギー
解の存在および加算個の解の存在を示すこ
とに成功している. また連携研究者の倉田
氏は FitzHugh-Nagumo 方程式に対する定常
問題を扱い, 最小化解の安定性および方程
式に現れるパラメータを変化させて際のエ
ネルギーの変化に関する精密な評価を得た. 
また連携研究者の塩路氏は非線形楕円型方
程式の正値球対称解の一意性を非常に一般
的な条件の下で示し, さらにその結果を球
面 上 あ る い は 双 曲 空 間 上 の 
Brezis-Nirenberg 問題に応用をした. 
 
(3) 変分構造を持たない非線形楕円型方程
式の研究 
代表者は D. Arcoya 氏, De Coster 氏, L. 
Jeanjean 氏と共に gradient 項に関して臨
界増大度をもつ方程式に取り組み, 分岐構
造を明らかにすることに成功した. このよ

うな問題に関しては順序構造を用いたアプ
ローチが従来行われていたが, 変分構造を
もつ方程式に変数変換により移すことによ
り, 順序構造による議論が難しい場合を扱
うことに成功している. 
また連携研究者の生駒氏は球対称性をもつ
完全非線形楕円型作用素に対して固有値問
題を扱い, 球対称な固有値, 固有関数の列
の存在とその完全性を示すと共に, 固有値
の様々な特徴付けを与えた. 
 
(4) その他の結果 
研究代表者は G. Jiang 氏, C. Zhang 氏共
に sublinear な楕円型方程式を扱う際に重
要な Clark の定理を扱い, その臨界点集合
の構造定理を与えた.  さらに Clark の定理
の仮定の下で一般に信じられていたの臨界
点集合に関する予想を考察し, 反例を与え
ることに成功した. 
また連携研究者の生駒氏は Willmore 型曲
面の存在問題を扱い, 最小化法, 最大化法
およびモース理論を用いた証明を行った 
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