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研究成果の概要（和文）：与えられた連結グラフの集合Ｆに対し、グラフ G がＦに属するどのグラフも誘導部
分グラフに含まないとき、G はＦ-フリーであるとよばれる。Ｆフリーグラフの性質を調べる研究を禁止部分グ
ラフの研究とよぶ。本研究は比較的対称性の高いグラフの無限列を構成し、それらに共通に含まれる誘導部分グ
ラフの性質を調べることにより、禁止部分グラフの研究の効率化につながる一般的な手法を確立した。またこの
手法を用いて禁止部分グラフに関する未解決問題を解くことにより、本手法の有効性を確認した。

研究成果の概要（英文）：For a set F of finite connected graphs, a graph G is said to be F-free if G 
does not contain an induced subgraph which is isomorphic to any member of F.  The set F is often 
referred as forbidden subgraphs.  In this research, we have constructed infinite sequences of graphs
 consisting of graphs with relatively high symmetry, and studied induced subgraphs commonly 
contained in each member of the sequences.  This has led us to establish a common methods which are 
applicable to a number of studies on forbidden subgraphs. Then we have applied these methods and 
solved several problems concerning forbidden subgraphs and demonstrated the effectiveness of these 
methods.

研究分野： グラフ理論
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1. 研究開始当初の背景

与えられた連結グラフ H について、グラフ G
が H に同形なグラフを誘導部分グラフに含まな
いとき、G は H-フリーである、あるいは G に
おいて H は禁止されているという。また連結グ
ラフから成る集合 H に対して、グラフ G が H
の全ての要素 H についてH-フリーとなるとき、
G はH-フリーである、あるいは G において H
は禁止されている、という。与えられた連結部分
グラフの集合 H について H-フリーグラフの性
質を調べる研究は禁止部分グラフの研究とよば
れる。
禁止部分グラフの研究は、グラフ理論の様々な

テーマについて進められている。たとえばハミル
トンサイクルの分野では、「3 以上の任意の整数
n について、位数 n のグラフ G の最小次数が
1
2n 以上あれば、そのグラフはハミルトンサイク
ルをもつ」という Dirac による古典的な定理が
ある。この定理は最小次数の条件について最良で
あり、3 以上の各奇数 n について、位数 n、最
小次数 1

2 (n− 1) であり、かつハミルトンサイク
ルをもたないグラフが存在する。ところが 1984
年にMatthews と Sumner は 3 以上の任意の整
数について、位数 nであり最小次数が 1

3 (n− 2)
以上ある 2-連結なK1,3-フリーグラフはハミルト
ンサイクルをもつことを証明した。また一般には
任意の正整数 k について、k-連結でありながら
ハミルトンサイクルをもたないグラフが無数に
存在する。ところが 1997年に Ryjáček は 7-連
結な K1,3-フリーグラフはハミルトンサイクルを
もつことを示している。
またマッチング、因子と禁止部分グラフの関係

もよく調べられている。たとえば一般には偶位数
の連結グラフで完全マッチングを持たないものは
無数に存在する。しかし Las Vergnas (1975) と
Sumner (1976) は、偶位数の連結な K1,3-フリー
グラフは完全マッチングを持つことを証明した。
また本研究代表者は 2005年に位数 3以上の連結
グラフ H について、もし偶位数の連結な H-フ
リーグラフが完全マッチングを持つのであれば、
H = K1,3 またはH = K1,2 であることを証明し
た。これら２つの結果から、偶位数の連結グラフ
のクラスにおいて 1個のグラフを禁止すること
により、完全マッチングの存在を強制するような
禁止部分グラフを決定された。
禁止部分グラフによるグラフの性質の研究は、

ハミルトンサイクル、完全マッチングの他にもい
ろいろなテーマで行われている。こうした研究
には、調べている性質に強く依存する議論もある
が、その一方で、個々の性質に依存せず、禁止部
分グラフの特性のみに依存する議論も多い。しか
しこれまでの研究では、調べる性質に主眼が置か
れており、共通に通用する部分への注意はあまり
払われてこなかった。そのため異なる研究で本質
的に共通する議論が繰り返され、研究に非効率的
な面が見られた。

2. 研究の目的
前項で述べた背景の下、本研究はグラフの個々

の性質を強く意識せず共通して進められる議論
を方法論に昇華することを目指した。このような
方法論が確立すれば、禁止部分グラフの研究は、
個々の性質に依存しない部分と依存する部分に
分離され、個々の性質に依存しない部分について
は、共通の手法が適用される。これは禁止部分グ
ラフの研究の効率化につながる。

3. 研究の方法

一般的に、与えられたグラフの性質 P につい
て、P を保証する禁止部分グラフの特定は以下
のように進められる。

• P を満たさないグラフの無限系列を構成し、
その無限系列に属するグラフが共通に持つ
誘導部分グラフの条件を蓄積する。

• これらの条件１つ１つは性質 P の必要条件
に過ぎないが、上記の無限系列を十分多く
集めていくと十分条件となる。

上記の方針のうち「性質 P を満たさないグラフ
の無限系列」では、研究する性質にあまり依存せ
ず、完全グラフ、完全２部グラフ、パス、サイク
ルなど対称性が高い標準的なグラフが利用され
る。その理由は、無限列の項となるグラフの対称
性が低いと それらの中に共通に含まれる誘導部
分グラフの構造が貧弱になるためである。そこで
まず対称性の高いグラフごとに、それらが生み出
す無限系列の誘導部分グラフの性質をリストアッ
プし、また性質ごとにどの系列を用いるべきかを
示す指針を提示した。こうして禁止部分グラフの
研究手法の多くを共通化した。
本研究期間の後半では、得られた研究の有効性

をグラフの性質ごとに調べた。グラフ理論の研究
テーマでは禁止部分グラフによるアプローチが
盛んに行われるものと、そうではないものが存在
する。これはグラフの性質に禁止部分グラフと相
性の良いものと悪いものが存在することを示唆
している。本研究はグラフの様々な問題に禁止部
分グラフからのアプローチを試み、本課題研究が
導入した方法論を適用できるか否かを調べた。

4. 研究成果

本課題研究により、禁止部分グラフの研究で頻
繁に用いられる以下のグラフの無限系列につい
て、それらを用いてグラフの絞り込みを行う標準
的な手法を確立した。

(1) 完全グラフ

(2) スター以外の完全２部グラフ

(3) スター

(4) パス

(5) サイクル

(6) (tK1 ∪Kn−t−1) ∨K1

(7) (tK2 ∪Kn−2t−1) ∨K1



スターは、一方の部集合の位数が 1 である完
全２部グラフであり、その系列は完全２部グラフ
の系列の特別な場合と考えることもできる。しか
しスターは同時に木でもあり、木の性質を手法に
織り込むことができる。研究を進めるにつれ、こ
の木としての特性には他の完全２部グラフには
ない有用性があることが分かり 一般の完全２部
グラフの系列と区別して扱うこととなった。
研究の中盤以降では、得られた研究手法を用

いて禁止部分グラフに関する様々な問題に取り組
み、手法の有用性を立証した。具体的には以下の
成果を得た。

(1) 禁止部分グラフと指定辺を避ける完全マッチ
ング

Sumner は 1976 年に、m ≥ 4 なる任意の整数
m について、偶位数の (m− 1)-連結な K1,m-フ
リーグラフには完全マッチングが存在することを
証明した。Aldred と Plummer は Summner の
結果を指定された辺を避ける完全マッチングに拡
張し、以下の定理を証明した。

定理 A (Aldred & Plummer (1999)) k, m
を 1 ≤ k ≤ m なる整数とする。このとき任
意の偶位数の m-連結な K1,m−k+2-フリーグラフ
G と |F | ≤ k なる任意の F ⊂ E(G) について
G− F は完全マッチングをもつ。

Theorem A は 1 ≤ k ≤ 1
2 (m+ 1) の範囲で最

良であり、偶位数の m-連結な K1,m−k+3-フリー
グラフ G と |F | = k なる F ⊂ E(G) について、
G− F 完全マッチングを持たないような (G,F )
の例が無数に構成できる。ところがこれらの例は
k ≥ 1

2 (m + 2) で全て消失し、k ≥ 1
2 (m + 2) の

範囲における最良性が不明であった。
本研究代表者は開発した手法を用いて、k ≥

1
2 (m + 2) では定理 A が最良ではないことを証
明した。

定理 1 k, m を m ≥ 4 かつ 1
2 (m+ 2) ≤ k ≤ m

を満たす整数とする。このとき任意の偶位数のm-
連結なK1,⌈ 2m−k+4

3 ⌉-フリーグラフ G と |F | ≤ k

なる任意の F ⊂ E(G) について G − F は完全
マッチングをもつ。

また得られたスターの位数に関する条件が k ≥
1
2 (m+ 2) の範囲で最良であることも示した。

(2) 局所 Chvátal–Erdős 条件と 2-因子

ハミルトンサイクルの存在については、
Chvátal と Erdős による以下の古典的な結果が
知られている。グラフ G の独立数を α(G)、連
結度を κ(G) と表す。

定理 B (Chvátal–Erdős の定理) 位数 3 以上
のグラフ G が α(G) ≤ κ(G) を満たせば、G は
ハミルトンサイクルをもつ。

定理 Bはハミルトンサイクル研究における基本
的な定理であり、その定理の仮定 α(G) ≤ κ(G)
はChvátal–Erdős 条件とよばれる。
グラフ Gの頂点 xについて、xの近傍 NG(x)

が G において連結グラフを誘導するとき、x は
局所連結な頂点とよばれる。また G の全ての頂
点が局所連結であるとき、G は局所連結なグラ
フとよばれる。Oberly と Sumner は 1979 年に
以下の定理を発表した。

定理 C (Oberly & Sumner (1979)) 位数 3
以上の連結かつ局所連結なK1,3-フリーグラフは
ハミルトンサイクルをもつ。

一見すると定理 B と定理 C には何の関係もない
ように見える。しかし「局所化」という観点から
眺めると、両者の密接な関連が浮かび上がる。グ
ラフ G の頂点 x について、NG(x)∪{x} で誘導
される G の部分グラフを Gx と表す。すると x
が局所連結であることと、Gx が 2-連結であるこ
とは同値である。また G が K1,3-フリーである
ことと、G の任意の頂点 x について α(Gx) ≤ 2
であることも同値である。従って定理 C は以下
のように言い換えられる。

定理 D 位数 3 以上の連結グラフ G の任意の頂
点について α(Gx) ≤ 2 ≤ κ(G) が成り立てば、G
はハミルトンサイクルをもつ。

すなわち任意の x ∈ V (G) について Gx が間に
定数 2 を挟む形で Chvátal–Erdős条件を満たせ
ば、G がハミルトサイクルをもつことを主張し
ている。
このような視点から Oberly–Sumnerの定理を

眺めると、Gx が Chvátal–Erdős 条件を満たし
ていれば、特に間に定数 2 を挟んでいなくても
ハミルトンサイクルの存在が保証されるのでは
ないか、という疑問にたどり着く。これは本研
究代表者が 2008 年に提出した予想であり、局所
Chvátal–Erdős 予想とよばれている。

予想 2 位数 3 以上の連結グラフの任意の頂点が
α(Gx) ≤ κ(G) を満たせば、G はハミルトンサ
イクルをもつ。

この予想は、現在未解決である。
与えられたグラフの 2-正則な全域部分グラフ

を、そのグラフの 2-因子とよぶ。ハミルトンサ
イクルは連結な 2-因子と解釈することができる。
そこで予想 2の仮定の下で、まず 2-因子の存在
を示すことができれば、予想解決への第一歩とな
る可能性がある。ハミルトンサイクルが存在する
ための非自明な必要十分条件は知られていない
が、2-因子については、その存在を知るための有
用な必要十分条件が知られている。そこで本研究
代表者は、本課題研究で得た手法をこの必要十分
条件に適用し、予想の仮定の下で 2-因子の存在
を示した。

定理 3 位数 3 以上の連結グラフの任意の頂点が
α(Gx) ≤ κ(G) を満たせば、G は 2-因子をもつ。



本定理は予想 2解決のための重要な一里塚と
なると考えられる。

(3) Ryjáček閉包の拡張可能性

ハミルトンサイクルの研究において、Ryjáček
は 1997年にRyjáček閉包とよばれる強力な手法
を編み出した。グラフ G の頂点 x が局所連結で
あり、かつ Gx が完全グラフを誘導しないとき、
x は eligible な頂点であるという。また x の近
傍内にある非隣接 2頂点を全て辺で結ぶ操作、お
よびその操作で得られるグラフを G の x におけ
る local completion とよぶ。与えられたグラ
フ G について、local completion を繰り返す操
作を考える。すなわちG = G0 とおき、i ≥ 0 に
ついて、もし Gi に eligible な頂点 xi があれば、
xi に local completion を施して Gi+1 を得る。
このようにしてグラフの列 G0, G1, G2, . . . , Gm

を得る。local completion により必ず 1 本以上
の辺が加えられる一方、完全グラフには eligible
な頂点は存在しない。従って、この列は有限列と
なる。もし Gm に eligibleな頂点がなければGm

を G の Ryjáček閉包とよぶ。各 Gi における
xi の選び方により Gi+1 は変わり得るので、定
義上は Gm は途中の x0, . . . , xm−1 の取り方に依
存する。しかし Ryjáček はこの操作の一意性と
Ryjáček閉包のハミルトンサイクルに関して、以
下のような定理を発表した。

定理 E (Ryjáček (1997))

(1) 任意のグラフ G について、Ryjáček 閉包は
一意的に定まる（以後 G の Ryjáček閉包を
clR(G) と表す）。

(2) Gが K1,3-フリーグラフであるとき、Gがハ
ミルトンサイクルをもつことと clR(G) がハ
ミルトンサイクルをもつことは同値である。

この定理は非常に強力であり、ハミルトンサイ
クルの研究に大きなインパクトを与えた。たとえ
ば局所連結なグラフに Ryjáček閉包を施すと完
全グラフが得られる。位数 3 以上の完全グラフ
はハミルトンサイクルをもつので、定理 C は定
理 Eの簡単な系となる。また線グラフとよばれ
るグラフのクラスがあり、線グラフはハミルトン
サイクルに関して良い振る舞いを示すことが知ら
れている。線グラフは K1,3-フリーであることが
知られているので、Ryjaáček閉包が発表される
までは、K1,3-フリーグラフのハミルトン性を調
べる際に、まず線グラフで調べてみるというアプ
ローチが試みられてきた。ところが任意の K1,3-
フリーグラフ G について、clR(G) は線グラフに
なるので、線グラフに限定しても問題の難度は下
がらないことが分かる。
上記のように K1,3-フリーグラフのハミルトン

性を研究する際に Ryjáček閉包は非常に有効な
手法となる。そこで他の禁止部分グラフについて
も Ryjáček 閉包を利用したいという要求が生じ
る。本研究代表者はこの点について研究を進め、
以下のような否定的な結果を得た。

定理 4 H を位数 3以上の連結グラフとする。こ
のとき任意の H-フリーグラフ G についてG が
ハミルトンサイクルをもつことと clR(G) がハミ
ルトンサイクルをもつことが同値になるならば、
H は K1,2, K1,3, K3, K2 ∨ 2K1 のいずれかで
ある。

定理 5 H が K1,2, K3, K2 ∨ 2K1 のいずれかの
グラフであるとき、H-フリーグラフには eligible
な頂点が存在しない。

定理 4によれば、Ryjáček閉包を用いてハミル
トンサイクルの性質を調べる手法が有効になる禁
止部分グラフはK1,2, K1,3, K3, K2∨2K1 に限ら
れる。ところがこれらのうちK1,3 以外のグラフ
を禁止すると eligible な頂点が現れず、Ryjáček
閉包をとってもグラフは変化しない。従ってこの
手法で非自明な結果を与える禁止部分グラフは
K1,3 のみであることになる。すなわち Ryjáček
閉包はK1,3-フリーグラフに対してのみ有効であ
り、他のクラスに適用してもハミルトン性に関す
る有用な知見を得ることができない。
以上のように、本研究代表者は禁止部分グラフ

に関する一般的な研究手法を確立し、それを用い
て様々な重要な結果を得ることができた。
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