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研究成果の概要（和文）：背後過程と相互作用する待ち行列、特に系が空になると背後過程がリセットされる working
 vacaiton をもつ待ち行列モデル、ならびに、系内仕事量に応じて到着率が変化するモデルと等価な待ち客が途中退去
する待ち行列モデルに関する研究を行った。前者のモデル群における系内仕事量を表すマルコフ過程に対してアルゴリ
ズム的解析手法を確立した。また、後者のモデル群に対しては、一定時間待たされると途中退去が起こるMAP/M/c+Dな
らびにM/PH/c+D待ち行列モデルの解析法を確立すると共に、最大許容待ち時間が一般の分布に従うM/G/1+G待ち行列モ
デルにおけるロス率の性質を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：We studied queues interacting with the underlying processes. In particular, we 
consider queues with working vacations and queues with impatient customers. In queues with working 
vacations, the underlying process is reset when the system becomes empty, and queues with impatient 
customers are equivalent to queues with workload-dependent arrivals. As for the former, we established a 
matrix-analytic method for the workload process corresponding to the case that the underlying Markov 
chain is reset when the system becomes empty. As for the latter, we accomplished the analysis of 
MAP/M/c+D and M/PH/c+D queues and revealed various properties of the loss probability in the M/G/1+G 
queue.

研究分野： 待ち行列理論

キーワード： 待ち行列　背後過程　相互作用　working vacation　途中退去
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１．研究開始当初の背景 
(1) 情報通信ネットワークの分野では、こ
の数年、従来の TCP/IP 単独では実現できな
かった、OpenFlow によるフロー単位での
経路制御や複数経路の同時使用、コグニテ
ィブ無線による適応的帯域割り当て、再配
置可能な波長分割多重方式を用いた光アク
セス網など、適応的なトラヒック制御手法
の実用化が急速に進んでいる。これらの技
術に共通する特徴は、ネットワークの輻輳
状態や通信サービス品質要求に応じて適応
的にネットワーク資源の割当てや再配分を
行うところにある。 
 
(2) 一方、情報通信ネットワークの性能評
価技法として位置づけられる待ち行列理論
の分野では、情報通信ネットワークで観測
されるパケット流が強い時間相関を持つこ
とに触発され、客の到着が背後過程によっ
て変調される待ち行列モデル群が提案され
た。特に、背後過程のみに注目した場合、
それが有限状態マルコフ連鎖をなす待ち行
列モデル群に対しては、行列解析法あるい
はアルゴリズム的解析手法と呼ばれる、各
種の性能評価指標を計算するための数値的
に安定した計算アルゴリズムの統一的な導
出手法が整備されている。 
 
(3) (1)で述べたような背景を踏まえ、適応
的な資源割当て機構をもつ情報通信システ
ムに対する基本モデルの整備が必須である。
数学的に見ると、このようなモデルは背後
過程と相互作用する待ち行列モデルと見な
すことができる。しかし、未だ、適応的な
資源割当て機構をもつ様々な情報通信シス
テムを包括的に表現できる基本的枠組みは
提案されていない。 
 
２．研究の目的 
(1) 本研究では、適応的な資源割り当て機
構をもつ情報通信ネットワークの性能評価
に直接応用可能な、背後過程の状態に依存
して客の到着過程やサービス速度が定まる
待ち行列モデルに関する研究を行う。過去
に考察されてきたこのクラスのモデルの大
多数は、背後過程が（待ち行列の状態とは
無関係に）マルコフ連鎖を成すと仮定され
ており、基本的なモデル群に対する統一的
な解析手法が知られている。一方、背後過
程の状態遷移が待ち行列の状態に依存する
モデルにおける数値計算可能な解析的枠組
みはほとんど考察されていない。 
 
(2) 本研究では、後者のような、背後過程
と相互作用する待ち行列モデルの中でも、
特に、情報通信ネットワークの性能評価に
直接応用可能なモデル群に注目し、このよ
うなモデル群を統一的に扱うことが可能な
解析的枠組みの構築と、それに対する数値
計算が可能なアルゴリズム的解析手法の確

立を目的とする。 
 
３．研究の方法 
適応的な資源割り当て機構をもつ情報通信
システムの性能評価に資する背後過程と相
互作用する待ち行列モデルを考察するにあ
たって、その制御サイクルに注目し、長期
間にわたる緩やかな制御を行うモデルと
時々の状況に応じて実時間で適応的制御を
行うモデルに大別し、研究を進めた。 
 
(1) まず、長期間にわたる緩やかな制御を
行うモデルの代表例として、系が空になる
と背後過程がリセットされる working 
vacaiton をもつ待ち行列モデルを研究対象
に取り上げた。このモデルは、再配置可能
な波長分割多重方式を用いた光アクセスネ
ットワークの性能評価モデルとして導入さ
れた。このモデルでは、系が空になると
working vacation と呼ばれる期間が開始す
る。working vacation 中に到着した客は、
ある処理速度をもつサーバによって順次、
処理されていく。もし、working vacation 
が終了した時点で系が空であれば、新しい 
working vacation が開始される。一方、
working vacation が終了した時点で系が空
でなければ、サーバは処理速度を上げるこ
とで、系を空にすることを試み、その後、
再び系が空になると、新しい working 
vacaiton が開始される。このようなモデル
に対するアルゴリズム的解析手法の確立を
目指した。 
 
(2) 次に、実時間で適応的制御を行うモデ
ルの代表例として、系内仕事量に応じて受
付制御が行われるモデルを考察する。この
モデルでは、システムに受け入れられるこ
とになる客が、到着時の系内仕事量に依存
して決まるため、実質的な到着率が系内仕
事量に応じて変化するモデルとみなすこと
ができる。この後者のモデルと数学的に等
価な、待ち客が途中退去する待ち行列モデ
ルに関する研究を行った。このモデルでは、
到着する客毎に許容できる最大待ち時間が
あり、待ち時間が最大許容待ち時間に達す
ると、サービスを受けることをあきらめ、
系から離脱する。特に、先着順サービスの
場合、到着時点における系内仕事量と最大
許容待ち時間の大小関係によって、途中離
脱するか否かが決定されるため、途中離脱
する客を除いた実質的な到着率は、系内仕
事量に依存して定まることになる。このモ
デル群に対して数値計算可能な解析結果の
導出を目指した。 
 
４．研究成果 
本研究の主な成果は５．で示す６件の雑誌
論文にまとめられている。 
 
(1) working vacaiton をもつ待ち行列モデ



ルにおいて、working vacation 中である時
間帯のみを観察した際に得られる disaster 
を伴う先着順サービス単一サーバ待ち行列
モ デ ルを考 察 した。 こ のモデ ル で は
disaster が起こるとすべての客がシステム
から取り除かれ空になる。客の到着と
disaster の発生はマルコフ型到着過程
（MAP）に従い、それらは共通の背後過程で
ある有限状態マルコフ連鎖に支配されてい
ると仮定する。客は K 個のクラスに分類さ
れ、それぞれのクラスの客のサービス時間
はクラスと到着直前ならびに到着直後の背
後過程の状態に依存した一般分布に従うこ
のモデルに対して、まず、はじめに、空の
状態までの初到達時間ならびに全稼働サイ
クルを解析した。続いて、これらを用いて、
系内仕事量分布のラプラス・スティルチェ
ス変換に対する二つの異なる表現を導き、
両者の間の関係を論じた。さらに系内仕事
量分布に関する解析結果に基づいて、待ち
時間分布、系内滞在時間分布を解析し、結
合系内客数分布を導出した。なお、working 
vacation 中でない期間におけるシステムの
振る舞いは、従来の解析的枠組みを利用す
れば求まる。よって、本研究で得られた結
果を用いれば、考察対象である disaster 
を伴う待ち行列モデルの元になっている 
working vacation をもつ待ち行列モデルの
解析が可能である。 [雑誌論文 ①] 
 
(2) 待ち行列モデルにおける系内仕事量に
相当するレベルと呼ばれる変数と背後過程
の状態を表す相と呼ばれる２変数からなる
連続時間マルコフ過程を考察した。レベル
は非負の実数値を取り、相は有限集合内の
値を取る。また、レベルは遷移に左飛び越
しが無いと仮定する。この連続時間マルコ
フ過程は、先行研究において MAP/G/1 待ち
行列の系内仕事量過程を一般化することに
より導入され、レベルが正であるという条
件下における相の無限小生成作用素が既約
であるという、強い仮定の下で定常分布が
解析されている。本研究では、この仮定を
緩和し、レベルが正であるという条件下に
おける相の無限小生成作用素が可約である
モデルへ既存の結果を拡張した。その結果、
この連続時間マルコフ過程の解析結果が直
接、working vacaiton をもつ待ち行列モデ
ルに適用できるのみならず、複数のタイプ
の全稼働期間をもつ MAP/G/1 待ち行列モデ
ルや休暇時間がセミマルコフ過程に従う休
暇付き MAP/G/1 待ち行列モデル等が同じ解
析的枠組内で統一的に扱うことが可能にな
った。 [雑誌論文 ②] 
 
(3) 最大許容待ち時間が一般分布に従うよ
うな、客の途中退去を伴う M/G/1 待ち行列
（M/G/1+G）における途中退去率を考察した。
先行研究では、途中退去率が仮待ち時間分
布の密度関数によって表現できること、な

らびに仮待ち時間分布の密度関数が第２種
ヴォルテラ型積分方程式の形式級数解とし
て与えられることが知られている。本研究
では、仮待ち時間分布の密度関数の形式級
数解が、従属する確率変数のランダム和の
密度関数と見なすことができることを示し、
系内仕事量に依存する呼損率を持つ割り込
み再開型後着順サービス M/G/1 待ち行列モ
デルの解析を通じて、その従属関係を明ら
かにした。さらに、この結果に基づいて、
途中退去率の上下界を導出すると共に、到
着率、サービス時間分布、最大許容待ち時
間分布の性質によって、途中退去率の大小
関係がどのように定まるかについて分析し
た。また、先行研究では、M/G/1+G 待ち行
列モデルの特殊例である M/G/1+M 待ち行列
モデル、M/G/1+D 待ち行列モデル、M/M/1+G 
待ち行列モデルが個別に解析され、仮待ち
時間分布の陽表現が知られている。本研究
では、それらの既存結果が本研究で導出し
た仮待ち時間分布の結果を用いると容易に
導くことができること、ならびに、これら
の特殊例において陽表現が導出可能な理由
を明らかにした。[雑誌論文 ③] 
 
(4) (3) で考察した M/G/1+G 待ち行列モデ
ルにおける途中退去率の性質をさらに深く
考察した。(3) では、平均サービス時間が
同一である場合、凸順序の意味でサービス
時間が大きくなると途中退去率が増加する
ことが示されている。この結果、同じ到着
率、同じ平均サービス時間、同じ最大許容
待ち時間分布をもつ M/G/1+G 待ち行列モデ
ル群において、M/D/1+G 待ち行列モデルが
最小の途中退去率を持つことが直ちに導か
れる。本研究では、さらに、excess wealth 
order の意味で最大許容待ち時間分布が大
きくなると途中退去率が増加することを示
した。さらに同じ平均値をもつ分布の中で
一定分布が excess wealth order の意味で
最小であることを示した。すなわち、同じ
到着率、同じサービス時間分布、同じ平均
最大許容待ち時間をもつ M/G/1+G 待ち行列
モデル群において、M/G/1+D 待ち行列モデ
ルが最小の途中退去率を持つことがわかる。
これらの結果を組み合わせることにより、
同じ到着率、同じ平均サービス時間、同じ
平均最大許容待ち時間をもつ M/G/1+G 待ち
行列モデル群において、M/D/1+D 待ち行列
モデルが最小の途中退去率を持つことを示
した。 [雑誌論文 ④] 
 
(5) 一定の最大許容待ち時間をもつ２種類
の複数サーバ待ち行列を考察した。一つ目
のモデルでは、客の到着はマルコフ型到着
過程に従い、指数分布に従うサービスを仮
定する (MAP/M/c+D 待ち行列モデル)。先行
研究において、このモデルの仮待ち時間分
布が解析され、仮待ち時間分布のベクトル
密度関数が２次の連立常微分方程式の解と



して定式化され、その解がトラヒック強度
が１であるか否かによって場合分けされた
上で導出されている。さらに、その結果を
用いて途中退去率や実待ち時間分布が導出
されている。本研究では、この先行研究の
結果をトラヒック強度の値に依らない、統
一的な結果へと洗練した上で、系内客数分
布を導出した。また、これらの性能指標の
数値計算法を確立した。続いて二つ目のモ
デルである、客の到着がポワソン過程に従
い 、 サービ ス 時間が 相 型分布 に 従 う 
M/PH/c+D 待ち行列モデルを考察し、拡張さ
れた経過待ち時間分布のベクトル密度関数
が満たす２次の連立常微分方程式を導出し、
その解を求めた。さらに、途中退去率、待
ち時間分布ならびに系内客数分布を導出す
ると共に、その数値計算法を確立した。 
[雑誌論文 ⑤] 
 
(6) (5) で考察した MAP/M/c+D 待ち行列モ
デルと M/PH/c+D 待ち行列モデルの解析結
果から、これら二つのモデルが双対な関係
にあることが明らかになった。それゆえ、
MAP/M/c+D 待ち行列モデルの特別な場合で
ある PH/M/c+D 待ち行列モデルと M/PH/c+D 
待 ち 行列モ デ ルの特 別 な場合 で あ る
M/PH/1+D 待ち行列モデルも双対な関係にあ
ることが分かった。さらに、先行研究にお
いて、M/PH/1+D 待ち行列モデルは、それを
一般化した M/PH/c+D 待ち行列モデルと比較
して、格段に単純な仮待ち時間分布をもつ
ことが知られている。それ故、M/PH/1+D 待
ち行列モデルと双対な関係にある PH/M/c+D 
待ち行列モデルにおいても、それを一般化
した MAP/M/c+D 待ち行列モデルと比較して、
格段に単純な解を持つことが予想される。
本研究は、この予想が正しいことを示し、
PH/M/c+D 待ち行列モデルの仮待ち時間分布
が行列指数形式で与えられること、ならび
に、その行列指数部がモデルを規定するパ
ラメタで陽に与えられることを示した。[雑
誌論文 ⑥] 
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