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研究成果の概要（和文）：本研究は，固有値分布に関して正確な数値計算に関する数理，近似分布の導出に関する数理
，現実問題への適用を考慮した応用を扱った．正確計算，近似計算ともに新しい方法を提案する事ができ，シミュレー
ションを通して有効性の確認を行った．これらの正確分布や近似分布の方法論は，当初想定していなかった問題へも有
効であることも分かりより発展できた．また，現実問題への適用のテーマでは，無線通信での通信路容量の導出や方向
統計学での一様性の検定問題，２標本問題における等分散性の検定を扱った．

研究成果の概要（英文）：This research consider the theory of exact and/or approximate computation for the 
eigenvalue distribution as well as their practical applications. Several proposed methods are more 
efficient than the already known methods through our numerical experiments.Their methods can be extend to 
solve problems that we didn't consider at the first stage in the research process. Practical applications 
include the capacities of MIMO, uniform test in statistical directional analysis and homogeneity test of 
covariance matrices.

研究分野：統計科学

キーワード： 多変量解析　ランダム行列

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 本研究では，ランダム行列の固有値分布の
数値計算に関係する理論と応用について研
究する．理論面では，統計科学の枠を超えて
代数学や組合せ論的な手法を取り入れなが
ら，これまでにない新たな方法論を提案する．    
 次に，数理統計学がこれまで対象としてい
た実データの解析から複素データ解析への
応用を考え，無線通信の数学モデルを研究し，
本方法による通信路容量の新たな近似計算
法を提案する．代表者のこれまでの研究成果
を発展させる観点から，ランダム行列の固有
値分布の正確な数値計算に関する数理（テー
マ１），近似分布導出に関する数理（テーマ
２）を研究し，テーマ１，２の現実問題への
適用を考慮した応用（テーマ３）へと結びつ
ける． 
 
２．研究の目的 
 研究課題として，固有値分布の数値計算に
関する理論的な方法論の構築，その応用を目
的として，以下の具体的な３つのテーマを掲
げた． 
（１）ランダム行列の固有値分布の正確な数
値計算に関する数理 
（２）近似分布導出に関する数理 
（３）現実問題への適用を考慮した応用 
 ランダム行列理論は，1930 年代のウィシ
ャートらによる数理統計学の研究に起源を
もち，理論物理，純粋数学の分野で主に研究
が続けられ，近年，生態学，金融，社会科学
へ応用されるなど，応用分野への発展も目覚
ましいものがある．数理統計学の分野では 
1960 年代に入り，代数学との関連の深いゾ
ーナル多項式が紹介されたことを契機に，こ
の多項式を使った固有値の分布の表現がそ
の後の 30 年 にわたり求められてきた．しか
し，これらは容易に数値計算可能な表現では
なく，統計学で重要な密度関数やパーセント
点といった数値計算は最近になってようや
く行われるようになった．それでもなお，固
有値の分布関数は行列変数の無限級数とな
るため，どこまでの次数で打ち切れば，どの
程度良い精度かという問題などが未解決問
題として残されている．したがって，数値計
算に関する有効な方法(テーマ 1)や近似方法
(テーマ 2)が，理論的な見地から要求される．
さらに，固有値分布の応用的側面の多様性か
ら鑑み．応用的見地からもテーマ 1,2 を現実
問題へ適用すること(テーマ 3)を目的とした． 
 
３．研究の方法 
 本研究は3つのテーマを代表者橋口が研究
総括を行い，各テーマに関して主査をおいて
研究体制を明確にして遂行していった． 研
究体制は以下の通りである． 
○ 橋口博樹（東京理科大学）研究代表者 
役割：テーマ（１），（２）の分布論について
の理論研究および研究総括． 
○ 中川重和（倉敷芸術科学大学）研究分担

者 
役割：テーマ（１），（２）の数理的課題の補
助．テーマ（１），（２）に関する研究協力者
への数値実験アドバイザー． 
○ 小野陽子（横浜市立大学）連携研究者 
役割：テーマ（３）に関するデータ解析への
応用の検討とその評価 
 
研究テーマ（１）,（２）に関する数理的課
題は研究代表者が積極的に取組み，数値計算
とその検証に関する課題は研究協力者（研究
室学生）が行った．研究分担者・中川氏は，
研究協力者が開発したプログラムや，数値実
験の妥当性の検証をしてもらいながら，また，
プログラムの非効率的な部分のチェックや
修正を担当してもらうことで，より洗練され
たプログラムを作成した．さらに，連携研究
者・小野氏には，テーマ 3 に関する実数の
データ解析への応用を検討してもらった．３
年間での研究旗協力者は，のべ２０人程度で
あり，プログラムの作成から共同による学会
発表を行ってもらった． 
 
４．研究成果 
（１）概要：本研究は，固有値分布に関して
３つのテーマからなる．テーマ１は，正確な
数値計算に関する数理，テーマ２は，近似分
布の導出に関する数理，テーマ３は，現実問
題への適用を考慮した応用である．H25 から
H27 年度にかけて，学術論文の 6 本が刊行さ
れ，27 件の学会発表，そのうち 4件の国際会
議での口頭発表，2 件の国際会議でのポスタ
ー発表を行った．テーマ１，２に関する成果
を含めた総合報告としても紹介した．また，
ホロノミックグラディエント法を分布計算
に応用した．テーマ２では，まだ査読中のた
め報告書には記載がないが投稿中論文1件が
ある．テーマ３では，無線通信理論への応用
として MIMO の通信路容量の導出を固有値
分布の近似を基に行った．本テーマは複素数
の統計解析の理論であり，これまでの実数の
理論を応用したものである．また，乱数生成
の応用では方向統計学で必要とされる分布
について，テーマ１の方法論を適宜修正して
適用可能なものとした．さらに，複素数の統
計学への応用として統計的形状解析で必要
とされる分布についても，テーマ１，２での
成果が適用可能であることが分かってきた． 
（２）テーマ１：正確分布の数値計算 
テーマ１に関する成果としては，ホロノミッ
クグラディエント法を固有値分布の数値計
算に適用し，その有用性を示した．具体的に
は主成分分析で重要となる第一固有値の分
布計算である．この分布は行列変数の超幾何
関数で表現でき，ゾーナル多項式の無限級数
となることが知られている．この無限級数は
指数的に計算量が増えるため数値計算は非
常に難しい問題であった．本方法では原点の
近傍の級数を初期値として，微分方程式系で
つなぐことで問題を解決した．次に，標本相



関係数の分布において，ホロノミックグラデ
ィエント法を分布計算に適用した成果を国
際会議でポスター発表や学会で発表した． 
 次に，正規母集団下での共分散行列分布論
を楕円母集団の議論へと発展させた．近年，
楕円母集団の下でのウィシャート行列の固
有値の分布論が提唱され，楕円ウィシャート
分布の密度関数，固有値の同時密度，最大最
小固有値の正確な分布関数が導出されてい
る．しかし，正規母集団下の議論では，ウィ
シャート行列の固有値に関する統計量の正
確な分布関数，モーメントの表現が求められ
ている一方で，分布関数やモーメントに現れ
るゾーナル多項式，その級数である超幾何関
数の計算が困難であったために漸近論へと
研究が移行してきた歴史がある．楕円母集団
の場合では，漸近論での近似分布の導出が正
確分布よりも先行して研究されてきた．近年，
ゾーナル多項式や超幾何関数の計算がある
程度可能になってきたこともあり，楕円母集
団の場合においても正確分布の導出と数値
計算の研究を行うに至った．本研究では，既
存の楕円ウィシャート行列の最大最小固有
値の分布について，行列変量 t分布を例とし
た数値計算を試みた．最大固有値の分布関数
は，通常のウィシャート行列と同様にゾーナ
ル多項式の無限級数となることから，十分大
きな次数で打ち切った場合の近似分布関数
を数値計算した．さらに分布関数の上界を与
え，打ち切り分布関数と上界を与える関数と
の比較を行った． 最小固有値の分布では，
正確分布の数値計算を行った． 
  
（３）テーマ２：近似分布について 
 ウィシャート行列の固有値の分布につい
ては，最大と最小の固有値の分布のみ正確な
表現が知られており，特に最大固有値の分布
は行列変数の合流型超幾何関数を用いて表
わされる．しかし，この分布の正確計算は困
難であるため，いくつかの近似法が提案され
ている．本研究では，一標本問題において，
固有値分布をカイ２乗分布，あるいは，カイ
２乗分布の積で近似する方法を提案した．こ
のカイ２乗の積による近似は，これまで知ら
れている単体でのカイ２乗近似よりも数値
精度の高いことをシミュレーションによる
数値実験により示した．さらに，単体でのカ
イ２乗，カイ２乗の積による近似において， 
両者による母集団固有値の信頼区間の構成
を扱った．後者は，全ての母集団固有値を推
定した上で信頼区間を構成する必要があり，
推定量のバイアス補正が課題として残るも
のの，いくつかの母集団固有値の設定におい
ては，単体でのカイ２乗による信頼区間より
も第１種の過誤が５パーセントに制御でき
おり，精度が良いという結果であった．また，
既存の合流型超幾何関数の1次ラプラス近似
を改良する目的で，ラプラス近似のオーダを
上げ2次ラプラス近似を求めること，および，
新たなキャリブレーションの方法による1次

ラプラス近似を提案した．前者の 2次ラプラ
ス近似は1次ラプラス近似と数値的には同等
であるものの，後者のキャリブレーションの
改良は，母固有値間が近い状況で大幅に精度
を改善することが分かった．このキャリブレ
ーションの方法では帰無分布の正確計算を
利用して，帰無分布に近い固有値の設定に拡
張したものである．さらに，1 次ラプラス近
似の極限と，新たなキャリブレーションによ
る1次ラプラス近似の極限を定理として与え，
これらの極限の比較からも提案法の有効性
を示した．また，数値シミュレーション実験
を行い，既存の方法よりも有効である事を示
した． 
 次に２標本問題をとして，ウィシャート行
列の比に関する固有値分布の近似を行った 
固有値分布には行列変数を含む超幾何関数
の計算が必要であるが，次元や自由度が高く
なると計算コストや数値精度に問題がある． 
ウィシャート行列の比に関する固有値分布
について，F分布を用いた近似分布，および， 
F 分布の積による近似分布を提案した．固有
値の同時密度を考え，ラプラス近似を用いて
同時密度を近似している．次に，母固有値が
離れるという設定での極限を考えることで， 
全ての固有値が互いに独立であって，各固有
値が第二種ベータ分布で近似できることを
示した．さらに，適切な変数変換を用いるこ
とにより，各固有値の分布は，第一種ベータ
分布や F分布に変換できることを示した．各
固有値が独立に F分布に従うことから，固有
値の大小を考慮してF分布の積による近似を
提案し，平均のずれに対するバイアス補正を
行った．  
（４）テーマ３：応用研究について 
複素数の統計学，ランダム行列の応用として，
複素ウィシャート分布が登場する無線通信
技 MIMO (Multiple-Input Multiple-Output)
と呼ばれる伝送技術を扱った MIMO は，送信
側と受信側のそれぞれに複数のアンテナを
用い，伝送速度を向上させるという特徴をも
つ．この MIMO の数学モデルでは，ランダム
行列論，特に複素ウィシャート行列の理論が 
重要である．MIMO における伝送路容量が複
素ウィシャート行列の固有値分布を用いて
解析できることが知られている．既に複素ウ
ィシャート行列の最大，最小固有値分布の精
密分布が求まっている．しかし，この精密分
布の分布関数では複素ゾーナル多項式（シュ
アー多項式）の級数計算が必要であり， 
この級数は自由度や次元が大きくなるにつ
れて数値計算が困難となる．精密分布の計算
を避けるために，複素ウィシャート行列の最
大，最小固有値分布をガンマ分布により近似
した．それらの中間の固有値分布をガンマ分
布により近似できることも分かった．この成
果は実数のカイ２乗近似の複素数版である． 
さらに，特異ウィシャート行列の固有値分布
についても，近似分布を求め，MIMO での伝
送路容量に関するシミュレーション実験を



行った． 
 また，方向統計学の代表的な分布である 
von Mises 分布について，微分方程式を利用
した新たな分位点の計算法，および，逆関数
法による乱数生成法を提案した．既存の von 
Mises 分布の乱数生成は，巻き込み Cauchy 分
布で覆う採択棄却法が一般的であるが，この
方法は棄却率が高いことが問題と考えられ
る．微分方程式を利用した逆関数法では，全
く棄却せずとも乱数を生成できる利点があ
る一方で，前処理に時間がかかるという点を
考慮する必要があった提案法と既存方法の
計算時間や棄却率の観点から比較した．次に，
より次元の大きい問題として，超球面上の一
様性検定を扱い，主成分方向を考慮に入れた
方法を提案した． 
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