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研究成果の概要（和文）： 金融機関におけるリスク計測への応用を主眼に，直交多項式展開を用いた確率密度関数の
推定および近似方法を検討した．直交多項式展開を用いた方法は，これまで精度の問題から実務などへの応用は限られ
ていた．本研究では，精度に問題が生じるような場合を特定し，明示的に示した．また，従来のナイーブな方法で十分
な近似精度が得られないような場合にも良好な近似が得られるような，「平滑化」という手法を開発した．
 また，制約を課した下での密度関数の推定を行う方法を開発し，数値計算によってその有用性を示した．

研究成果の概要（英文）： We investigated the orthogonal polynomial expansion methods for application to 
financial risk measurement. So far, the practical use of orthogonal polynomial expansions had been rather 
limited mainly due to its poor approximation quality. In this project, we clearly stated the condition 
under which the approximation quality can be poor. Further, we proposed `smoothing' method, with which we 
obtain fair quality of approximation, even when the naive application of the expansion methods can fail.
 We further developed the density estimation methods under constraints, and we verified its utility 
numerical examples.

研究分野： 数理統計学，金融リスク管理
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
  金融機関のポートフォリオの価値は，株価
や金利の変動や，企業の信用状況の変化など
将来における不確実性により変動する．こう
したリスクの精緻な計測は，金融機関自身の
みならず，バーゼル銀行監督委員会をはじめ
とする監督当局にとっても大きな課題とい
える． 
  リスク量を把握するために，Value at Risk 
や 期待ショートフォールなどの指標が利用
されているが，これらにも技術的な問題が指
摘されている．これらの問題の多くは，ポー
トフォリオの損益分布をどのように導出す
るか，という点に帰着される． 
  損益分布は通常次のような手順で算出さ
れる．たとえば，株価の収益率や金利の変化
率など，将来の不確実性をあらわす，リス
ク・ファクターと呼ばれる変数を考え，これ
を確率変数として定式化する．すなわち，ポ
ートフォリオが  個のリスク・ファクター
の影響を受けている場合，  変量の確率変
数 
 

 
 
として定式化する． 
  次に，リスク・ファクターがポートフォリ
オの損益にどのように影響するかを定式化
する．すなわち，ポートフォリオの損益を  
として，  のように  の関数として
あらわす．  の分布関数  は 
 

 
 
で与えられるので，これから Value at Risk 
や期待ショートフォールなどのリスク量を
算出する． 
  この手順を，実務において実行するには，
次のような技術的な論点がある．1 つ目は，
リスク・ファクター  の同時分布をどのよ
うに定式化するか，という点で，2 つ目は， 

 の同時分布からどのように  の分布を導
くか，という点である．これら両方を満足に
解決する手法は今のところ得られていない
が，実務においては，リスク・ファクターに
正規分布を仮定する方法と，経験分布を利用
する方法の 2 つが主である(表 1 参照)． 
 
 正規分布を仮定する

方法 
経験分布を利
用する方法 

呼
称 

デルタ・ノ
ーマル法 

モ ン テ
カ ル ロ
法 

ヒ ス ト リ カ
ル・シミュレ
ーション法 

[  を
線形の関
数で近似] 

[擬似乱
数 を 利
用] 

長
所 

・計算が容
易 

・非線形
の リ ス
ク も 把
握可能 

・非線形のリ
スクも把握可
能 
 

・リスク・フ
ァクターの分
布の持つ厚い
裾の形状も反
映したリスク
量の算出が可
能 

短
所 

・資産分散効果は，リ
スク・ファクター間の
線形相関を通じて表
現されるのみ． 
 
・一般に，リスク・フ
ァクターの分布は正
規分布より裾が厚い
ため，リスクを過小評
価する傾向． 

・観測数が少
ない場合リス
ク量の計測が
困難． 
 
・特に，日次
より長い期間
のリスクを計
測する場合観
測数の問題が
顕現化しやす
い． 

表 1：リスク計測のために用いられている主
な手法 
 
  表 1では市場リスク計測で使われている手
法をまとめたが，信用リスクやオペレーショ
ナル・リスクの計測においても同様の問題が
存在する．また，カテゴリーごとに計算され
たリスク量を合算する方法は，単純な積み上
げを行うことが一般的である．こうした，現
在使われている手法の問題店を改善した手
法を提案することは学術的のみならず実務
においても意義が大きいと考えられる． 
 
 
２．研究の目的 
  本研究の目的は，１．で挙げた，現在の方
法の問題点を改善し，リスク軽減効果の評価
を可能にする，ノンパラメトリックな統計的
手法を開発することである．市場，信用，オ
ペレーショナルなど，各リスク・カテゴリー
については，リスク・ファクターを表現する
ためのパラメトリックなモデルがすでに数
多く提案されている．しかしながら，リスク
量を合算するには，多様なモデルや手法を統
一的に扱う必要がある．このためには，多様
なモデルや手法によって導かれた分布をノ
ンパラメトリックな方法により近似するこ
とが有用である． 
  より具体的には，分布関数を，直交多項式
系を用いて近似し，利用可能な情報により制
約を課した分布推定を行うことにより，リス
ク計測のための手法を開発する． 
 
 
３．研究の方法 
  本研究は，理論的な考察と数値計算による
手法の確認によって遂行する．中心となる技
術は次の 2 つである．すなわち，1 つ目は，
パラメトリックなモデルから導出された分
布関数や，データから導かれた経験分布など
を近似する手法の開発である．2 つ目は，制



約下での分布推定方法である．これは，利用
可能な情報を分布推定に課す制約として表
現し，リスク計測に反映させるために必要な
要素である． 
  直交多項式系を用いた分布関数の近似は
次のように行われる．たとえば，直交多項式
系のひとつであるエルミート系による近似
は，近似の対象となる分布の密度関数を  
として， 
 

 

 
の形の近似を考えることである．ただし，

 は実数列，  は標準正規分
布の密度関数，  は 
 

 

 
で定義されるエルミート多項式である．ここ
での目標は，(1)式が，何らかの意味で「良
い」近似となるように係数  
を定める方法を模索することである． 
  エルミート多項式系は直交性と呼ばれる
性質を持っている．すなわち， 
 

 

 
を満たす． 
  なお，エルミート多項式系を用いた近似は
分布の台が実数域全体の場合に有用である
が，分布の台が上限もしくは下限を持つ場合
にはラゲール多項式系が，上下限の両方を持
つ場合にはヤコビ多項式系などの直交多項
式系が同様に利用できる． 
 
 
４．研究成果 
  (1)式の形の近似がこれまであまり活用さ
れてこなかった理由には，精度の悪さが挙げ
られる．ことに，  のときに(1)式の右
辺の和が収束しない場合，近似値が  の値
に大きく依存してしまい，信頼の置ける近似
が得られない．本研究では，近似の対象が 
 

 

 
を満たすとき，(1)式の右辺が収束するよう
な係数が 
 

 

 
で与えられることを示した．また，このとき
ほとんどすべての  において 
 

→
 

 
が成り立つことも明示した． 
  これらの事実に注意すれば，目標の分布が
(1)式を満たすようなときには  を大きく
することで近似精度が上げられることがわ
かる． 
  ことに，リスク・ファクター  の 個の
観測値  が与えられたとき，そ
の経験分布が次のように近似できることを
示した．すなわち，  の経験分布は 
 

{ }  

 
で与えられるが，これを 
 

 
の形で近似することを考える．本研究では，
係数を 
 

 

 
としたとき，(3)式の近似が重み付 2乗差 
 

 

 
を最小にすることを示した．また，この近似
がほとんどすべての  において 
 

→
 

 
が 成 り 立 つ こ と も示 し た ．た だ し ，

である．しかし，この収束は
遅く，また，対応する密度関数の近似 
 

 

 
は  において収束しない． 
  本研究では，さらに，近似の目標が(1)式
を満たさない場合や，満たしても収束が遅い
場合に収束を加速するための平滑化法を開
発した．経験分布の近似を例に取ると，平滑
化法は次のように説明される．分布関数の近
似が 



 

 

 
で与えられるとき，その 2階微分は 
 

 

 
となる．  を与えたときの 2階微分の大きさ
は，分布関数のその点での曲率を表すので，
この値が大きいほど，分布関数がその点で滑
らかでないことをあらわしている．分布関数
全体の平滑さを知るためにその重み付2乗和
を考えると，これは 
 

 

 
と計算される． の値が小さいほど，関数 

 が平滑であると考えることができ
る． 
  他方，近似の精度は 
 

 

 

 

によって評価することができる．すなわち，
の値が小さいほど，  が目標とする

経験分布関数  に近いと考えることが
できる． 
  本研究で提案した平滑化法は，精度をある
程度犠牲にして，滑らかな分布関数を得るも
のである．すなわち，平滑さに対する重み 

 に対し 
 

									  
 
を最小にする  を考える．この最適化問題
は容易に解くことができて，その解は 
 

 

 
で与えられる． 
  本研究では，このように与えられた係数

 を使った近似  を，
平滑化したエルミート展開と呼ぶ．なお，上
述のように，平滑化前の密度関数の近似 

 は  において収束しないが，
平滑化した密度関数の近似  は収束
する． 

  制約下での分布推定に関しては，以下の成
果を得た．  をそれぞれ線形な汎関数，既
知の定数としたとき，  の形で表され
る制約を線形制約と呼ぶ．このとき，密度関
数の近似に対する制約は 
 

 

 

 
のように表現される．(5)式の中の汎関数部 

 が既知であることから，(5)式
は係数列  に関する線形式であるこ
とがわかる．たとえば，密度関数の全区間の
積分が 1に等しいという条件， 
 

 

 
は  と表される．以下，この条件はす
べての場合について課されるものとする． 
  線形制約が  を含めて 個存在
する場合を考える．これらの線形制約は 

実行列  と 次元
実ベクトル  を使って 
 

 
 
とあらわされる． 
  本研究では，(6)式を満たしつつ，(4)式を
最小にする  を求める問題が，2 次計画問
題と呼ばれる問題の一種に帰着できること
を示した．この問題は容易に解くことができ，
明示的な解は 
 

 
 
で与えられる．ただし， 
 

 

 

 
である．さらに，この係数を使った分布関数
および密度関数の近似  が
ともに  において収束することを示し
た． 
  実際の金融市場のデータなどを使った例
とともに，これらの成果を 5.に示すように纏
めた． 
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