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研究成果の概要（和文）：様々なフラクタル系の構造形成機構とその上でのダイナミクスの統一的理解に向けた研究を
行うことで、以下の成果が得られた。(1)秩序変数の分布関数が一般化ガンベル分布になることを基礎に、臨界現象に
現れるフラクタル次元の分布関数が三重指数関数となることを明らかにした、(2)自己組織化臨界性(SOC)に基づく海岸
線形成モデルにおいてフラクタル次元の分布が三重指数関数に従うことを明らかにした、(3)負荷の時間的揺らぎを考
慮した過負荷故障カスケードに対して、スケールフリー性を有する複雑ネットワークは頑強であることを明らかにした
、(4)自発的にフラクタル性が発現する複雑ネットワークのSOCモデルを構築した。

研究成果の概要（英文）：Studying various fractal systems to understand structure formation mechanisms and 
dynamics in a unified manner, we have obtained the following results. (1) Based on the fact that an order 
parameter at criticality is distributed with the generalized Gumbel distribution function, the 
distribution of the fractal dimension characterizing spatial profile of the local order parameter near 
the critical point generally obeys a triple exponential function, (2) the distribution of the fractal 
dimension of coastline formed by a self-organized critical (SOC) dynamics obeys the triple exponential 
function, (3) scale-free networks are robust against cascading failures by temporally fluctuating loads, 
(4) an SOC model to explain the spontaneous formation of fractal complex networks has been constructed.

研究分野： 複雑系の物理学

キーワード： フラクタル　自己組織化　臨界現象　複雑ネットワーク
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１．研究開始当初の背景 
スケール変換に対する不変性を意味する

フラクタル性（自己相似性）は、複雑な構造
を有する多くの系において共通して見られ
る性質である。フラクタルな血管網が全身に
酸素を効率的に供給するように、フラクタル
性を有する系は極めて高い機能性を示すこ
とが知られている。一方で、三陸海岸のよう
なフラクタル海岸線は砕波効果を持つと同
時に津波を局在化させる働きも示すため、時
として東日本大震災のような惨事を引き起
こす原因にもなり得る。そのため、フラクタ
ル構造の人工制御と機能の最適化は、工学上
急務の課題である。しかしながら、フラクタ
ル構造は非常に複雑であるため、限定された
物理スケール以外ではその構造制御が困難
である。実際、フラクタル・アンテナやフラ
クタル日よけなど、これまで開発された機能
性フラクタル構造体の殆どは、人工的な操作
が容易なスケールのものばかりであり、新奇
機能が期待される量子力学的ナノ構造や複
雑ネットワーク系でのフラクタル構造作成
は未だ成功例がない。これらの系において最
適化された機能を有するフラクタル系をデ
ザインするには、多様なクラスのフラクタル
系に共通した統計的性質の理解、自己組織的
構造形成メカニズムの解明、更には機能を発
現させるダイナミクスと構造の関係を明ら
かにすることが必要である。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、マクロな古典系からナノ

スケール量子系、さらにはユークリッド距離
が定義されない複雑ネットワークに至るま
で、スケールや構成要素の異なる様々なフラ
クタル系の構造形成機構を統一的に理解し、
さらにこれらの系の上でのダイナミクスと
構造的特徴との関係を明らかにすることに
より、機能的なフラクタル構造体のデザイン
に向けた基礎的知見を得ることである。フラ
クタル系が有する機能を目的に応じて最適
化するには、機能と構造の関係解明のみなら
ず、人工的なフラクタル構造制御が不可欠で
あるが、本研究では多様なフラクタル系の自
己組織的な形成過程を制御することにより
これを実現する方法を探る。具体的には、異
なるクラスに属するフラクタル系の構造形
成メカニズムを統一的に理解し、ダイナミク
スと構造的特徴との関係を解明するととも
に、得られた知見を基礎として機能性フラク
タル構造体を人工的に作成するための基礎
理論を確立する。 
 
３．研究の方法 
本研究では、様々なクラスにおける複雑系

が示すフラクタル性と構造形成機構の統一
的な理解を通して、機能的フラクタル構造体
の人工制御のための基礎的知見を得る。この
目的のため、まず一般的な臨界現象に現れる
フラクタル構造のフラクタル次元の分布関

数を理論的に予想する。臨界現象における秩
序変数は臨界点近傍において一般化ガンベ
ル分布に従うことが既に知られているが、本
研究ではこの分布を基礎にフラクタル次元
の揺らぎが従う分布関数の一般形を解析的
に明らかにする。その上で、Sapoval等 [Phys. 
Rev. Lett. 93, 098501 (2004)]が提案した速
い力学的浸食（波による削岩）と遅い化学的
浸食（塩水浸食・炭酸化・加水分解など）か
ら構成される自己組織化臨界性(SOC)を示す
モデルを用いて海岸線形成のシミュレーシ
ョンを行い、海岸線形状のフラクタル次元の
分布を数値的に調べることで、先に述べたフ
ラクタル次元分布の一般論の正当性を確認
する。 
本研究では、複雑ネットワーク上のダイナ

ミクスとネットワーク構造自身との相互作
用を通して、フラクタル性がどのような機構
で自発的に発現するかに関する研究も行う。
そのため、まず複雑ネットワーク上で故障が
伝播するダイナミクスについての研究を行
う。電力網における大規模停電や企業間取引
ネットワーク上における連鎖倒産など、機能
性ネットワークにおける連鎖故障の解明は
社会的にも極めて重要な課題である。なかで
も、過負荷による故障のカスケードは身の回
に遍在する非常に一般的な連鎖故障過程で
あるため、これまでにも数多くの研究がなさ
れている。しかしながら、現実の多くの過負
荷故障が時間的に揺らぐネットワーク上の
負荷の瞬間的な値がノードの耐性を上回っ
たときに起こるのに対し、従来研究のほぼ全
ては負荷の時間的揺らぎを無視した上で議
論を展開している。本研究では、負荷の時間
揺らぎを考慮した際に、過負荷故障カスケー
ドの振舞いが、揺らぎを無視した場合とどの
ような差異を示すのかを明らかにする。さら
に、この過負荷故障カスケードのモデルを基
礎に、複雑ネットワークの SOC モデルを構
築し、ネットワークがどのような機構で自発
的にフラクタル構造を取るようになるのか
を解明する。 
 
４．研究成果 
(1) 臨界系におけるフラクタル次元の揺らぎ
の一般論を構築するため、十分大きな有限系
における臨界点近傍での秩序変数の分布が
一般化ガンベル分布となることを基礎に、フ
ラクタル次元の分布関数を理論的に求めた。
その結果、フラクタル次元は三重指数関数の
テールを有する分布関数によって記述され
ることが明らかとなった。この議論の正当性
は、Sapoval 等が提案した海岸線形成の SOC
モデルを用いたシミュレーションによって
確認された。上記の理論は秩序変数が一般化
ガンベル分布に従うことを仮定しているが、
このことがどの程度一般的な臨界現象に対
して成立するかを明らかにするため、複雑ネ
ットワークのパーコレーション転移に対し
て秩序変数分布を数値的に調べた。その結果、



次数揺らぎの小さな（次数分布が指数テール
を有する）ネットワークに対しては秩序変数
分布は一般化ガンベル分布に従うものの、ベ
キ的なテールの次数分布をもつネットワー
ク（スケールフリー・ネットワーク）に対し
てはこの分布から有意にずれることを発見
した。また、その理由も明らかにした。 
(2) 負荷の時間揺らぎを考慮した過負荷故障
カスケードに対して複雑ネットワークがど
の程度頑強であるかを理論的に調た。この目
的のため負荷のランダム・ウォーカー・モデ
ルを扱った。このモデルでは、負荷がネット
ワーク上をランダム・ウォークすると考え、
各ノード上の負荷（ウォーカー数）の揺らぎ
が予め定められているノードの耐性を超え
たときにこのノードで過負荷故障が起こる
とした。このように考えた際の過負荷故障確
率は、正則化された不完全ベータ関数によっ
て表される。この確率に従ってまず初期ネッ
トワークからノードを削除し、さらにノード
削除されたネットワーク上の負荷分布を再
計算することで過負荷故障確率を更新し、そ
の確率でノードを更に削除する。その際、現
実の故障カスケードを考慮し、ネットワーク
上の総負荷量がエッジ数の減少に合わせて
低減されるものとした（低減の速さはパラメ
ータ r で特徴付けられる）。削除されるノード
が無くなるまでこの操作を繰り返した後の
ネットワーク内の最大連結成分の大きさが
初期ネットワークの大きさに比べて無視で
きるほど小さくなる最大の負荷低減パラメ
ータ rcの値から過負荷故障カスケードに対す
る頑強性を評価した。このモデルをマスター
方程式と母関数法を用いて解析的に評価し
た結果、負荷の時間揺らぎを無視した従来の
理論とは異なり、各ノードの結合数（次数）
に大きな揺らぎがあるネットワーク（スケー
ルフリー・ネットワーク）は過負荷故障カス
ケードに対して頑強であることが明らかに
なった。また、r= rc近傍におけるネットワー
ク構造の変化が臨界的性質を有することを
示した。 
(3) 上記の過負荷故障カスケード過程とネッ
トワーク成長を併合することにより、ネット
ワーク構造に対するSOCモデルを構築した。
このモデルでは、まず小さなネットワークか
ら始め、各時刻に 1 個のノードが参入し、既
存ノードにランダムに結合する。その上で、
各ノードの過負荷故障確率に従ってノード
を削除し、それに伴う過負荷故障カスケード
を(2)で述べたアルゴリズムに従って遂行す
る。その際、(2)では定数であった負荷低減パ
ラメータ r を、その時刻でのネットワーク・
サイズ（総ノード数）の減少関数とする。こ
のようなプロセスを長時間行うと、成長と過
負荷故障カスケードが交互に繰り返され、ネ
ットワーク・サイズは或る臨界的なサイズの
回りで揺らぐことになる。このモデルのダイ
ナミクスを数値的に追うことにより、カスケ
ードは間欠的に起こること、およびカスケー

ド間のインターバルやカスケード・サイズ、
クラスター・サイズがベキ分布することが明
らかとなった。このことは、本モデルのダイ
ナミクスが自己組織化臨界性を示すことを
意味している。特に、大規模なカスケード直
後のネットワークはフラクタル構造を取る
ことが明らかとなった。また、大規模カスケ
ード後のフラクタル・ネットワークが再び成
長すると、ショートカット・エッジの増加に
伴い非フラクタルなスモールワールド構造
へとクロスオーバーすることが解明された。 
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