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研究成果の概要（和文）：Sinc数値計算法は，Sinc関数近似を用いた数値計算法の総称であり，解析関数に対し
て極めて有効であり，関数が特異性を持つ場合にも頑健であることが知られている．そして，このSinc関数近似
は理論的には准最適であることが示されている．本研究では，このSinc関数近似を超える精度をもつ関数近似公
式，より正確には，最適関数近似公式を開発し，さらには，そこで得られた知見をもとに，最適数値積分公式に
関する理論を構築し，それに基づき，最適に近いと期待される数値積分公式を数値計算によって求めた．これら
を統一的に扱うポテンシャル論に基づく方法論も開発した．

研究成果の概要（英文）：  Sinc numerical methods is a general term for numerical methods using Sinc 
approximation. They are extremely effective for analytic functions, and are known to be robust even 
when function has singularities. It is also shown that the Sinc approximation is nearly optimal in 
theory. In this research, we develope numerical methods achieving higher accuracy than the Sinc 
numerical methods. Specifically, we develope a function approximation formula achieving higher 
accuracy than the Sinc approximation, more precisely, an optimal approximation formula. Futher, 
based on the knowledge obtained there, we establish a theory of the optimal numerical integration 
and based on the theory, a numerical integration formula expected to be close to optimal is obtained
 by numerical calculation. We also develope a methodology based on the potential theory that designs
 optimal formulas in a unified way.

研究分野： 数値解析学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
数値計算技術が現在の科学技術の基盤を

なすことは論をまたないであろう．しかし，
従来，数値計算の分野において用いられてき
た数値計算法は，主に多項式近似に基づくも
のであり，一般的に，関数が区間上で解析的
である場合には非常に有効であるが，区間の
端点に代数的特異点や対数特異点をもつ場
合には有効性を著しく欠くことが知られて
いる．これに対して，Stenger等は，Sinc近
似 
 
 
 
 
および変数変換の技法を用いることによっ
て，関数が区間の端点に特異性をもっても有
効性が落ちず，誤差が指数的に減少する多く
の数値計算法を開発した．これらの数値計算
法は総称して「Sinc数値計算法」と呼ばれて
いる． 
杉原（研究代表者）は，この Sinc 数値計

算法の誤差の理論解析を進め，Sinc数値計算
法の基礎となる Sinc 関数近似の誤差が指数
関数的に減少する関数空間を明らかにし，さ
らにその関数空間における関数近似誤差の
下界を与えた(引用文献①)．この下界を達成
する関数近似公式が存在するのかどうかは
未知のままであったが，杉原は，鵜島，岡山
等とともに，引用文献②の結果からヒントを
得て，下界を達成する具体的近似公式（＝
「Sinc 関数近似を超える最適近似公式」）を
発見した．下図に，最適近似公式と Sinc 近
似関数の誤差の振る舞いの例を示す．最適近
似公式が Sinc 近似に比べて，誤差がかなり
小さいことが観察される． 

 

 図１ Sinc 近似と最適近似公式の誤差 
 
Sinc数値計算法には，数値積分用に高橋秀

俊・森正武によって提案された二重指数関数
型変数変換（Double Exponential 変換－以下
略して DE変換と記す）を組み入れた Sinc数
値計算法もあり，DE-Sinc 数値計算法と呼ば
れることも多い．杉原（研究代表者）は，こ
の DE-Sinc 数値計算法に関しても Sinc 関数
近似の誤差が指数関数的に減少する関数空
間を明らかにし，さらにその関数空間におけ
る誤差の下界を与えた(引用文献①)．ただし，

この場合の下界を達成する近似公式が存在
するか，存在した場合，具体形はどのように
与えられるかは未解決問題であった． 
 
２．研究の目的 
上記の「研究開始当初の背景」に述べたよ

うな状況に鑑み，以下の 3 つの目的を設定し
た． 
 

(1) 杉原，鵜島，岡山による最適近似公式の
さらなる理論的，数値的研究：杉原，鵜島，
岡山による最適近似公式においては，関数空
間を定めるパラメータ μ(関数の特異性に
対応する)が 1 未満でなくてはならいという
制約がある．この制約の本質を理解し，この
制約を外すことを目指す． 
 
(2) 最適近似公式を用いて，解析系のほとん
どすべての数値計算法を構築することがで
きる．ここでは，基本的な数値計算法につい
て，例えば，数値積分について，理論，数値
実験の両面から研究を行う． 
 
(3) DE-Sinc 数値計算法の誤差が指数関数的
に減少する関数空間における誤差の下界に
関する研究（下界を達成する近似公式が存在
するか，また，存在した場合，具体形はどの
ように与えられるかを探求する）． 
 
３．研究の方法 
 上記の 3 つの研究の目的に即して述べる． 
 
(1) 研究目的「杉原，鵜島，岡山による最適
近似公式のさらなる理論的，数値的研究」に
関しては，最適性の証明を精査することから
始めた．それによって，証明に間違いがある
ことが判明した．しかしながら，数値実験を
見る限り，その結果に間違いがないと考えら
れるため（図１参照），その間違いを修正す
るために，様々な考察を行うことになり，結
果的に，研究成果に述べるような多くの成果
を得ることとなった．特に，ポテンシャル論
に基づく，最適近似公式構築に対する統一的
なアプローチは，本研究の基本的道具となっ
た． 
 
(2) 研究目的「最適近似公式に基づく基本的
な数値計算法の構築」については，数値積分
について，理論，数値実験の両面から研究を
進めた．特に引用文献③，④にある考え方を
援用することによって，最適数値積分公式の
研究を進めた． 
 
(3) 研究目的「DE-Sinc 数値計算法の誤差が
指数関数的に減少する関数空間における誤
差の下界に関する研究」については，杉原，
鵜島，岡山による最適近似公式の鍵となる
Ganelius の定理を DE の場合に拡張すべく，
様々な試みを行ったが，残念ながら理論的 
な結果は得られなかった．そこで，(1)で得



られた，ポテンシャル論に基づく，最適近似
公式構築に対する統一的なアプローチを用
いて，数値的に誤差の下界を与えると期待さ
れる近似公式を計算した． 
 
４．研究成果 
 研究の目的(1), (2), (3)に即して述べる． 
 
(1)先の研究の方法において述べたように，
最適性の証明を精査によって，証明に間違い
があることが判明したが，証明を修正するこ
とに注力し，最終的に正しい証明を得た（発
表論文②）． 

また，証明の精査によって，関数空間を定
めるパラメータ μ(関数の特異性に対応す
る)が 1 未満でなくてはならいという制約に
関しても，理解を深めることができ，パラメ
ータ μが一般の場合に対する最適近似公式
を得た（発表論文④）． 

さらには，引用文献①にある公式において，
杉原，鵜島，岡山による最適近似公式で用い
る標本点（Ganelius によるため，Ganelius
標本点とよぶ）を用いれば，最適近似公式が
得られることも明らかとなった．この公式に
は，パラメータ μ(関数の特異性に対応す
る)が 1 未満でなくてはならいという制約は
ない．ここで，2種類の最適近似公式―杉原，
鵜島，岡山による最適近似公式，引用文献①
から導かれる最適近似公式―があることに
なるが，どちらが実際の数値計算上優れてい
るかが問題となる．しかし，様々な数値実験
を行った結果，両者に大きな差はないという
結論に至った（学会発表①）． 

本研究によって，引用文献①にある最適近
似公式に関する一般論の重要性が認識され
ることとなった．実際，引用文献①において，
標本点に関するある関数の最小値さえ計算
できれば，その標本点を用いて最適近似公式
を与える公式を構築できる方法論が与えら
れている．そして，標本点に関するある関数
の最小値を求める問題は，ある種のポテンシ
ャル問題を解く問題に近似的に帰着される
ことが明らかとなった（発表論文③,⑤）．こ
のポテンシャル論を用いて得られる近似最
適近似公式の誤差の振る舞いを図２に示す． 

図２ ポテンシャル論を用いて得られる
近似最適近似公式の誤差（参考のため，
Sinc 関数近似，Ganelius 標本点を用いた

場合の近似公式の誤差も示す）  
 
理論的に最適であることが分かっている
Ganelius 標本点を用いた近似公式と同じ程
度の誤差であり，近似最適近似公式が最適に 
近いことが分かる． 
 
(2)引用文献④にある誤差の表現を用いて，
引用文献③にあるアイデアを援用すること
によって，最適数値積分公式の研究を進めた．
最適近似公式の場合と同様に積分公式の場
合も，標本点に関するある関数の最小値さえ
計算できれば，その標本点を用いて最適積分
公式を与える公式を構築できることが明ら
かとなった．さらに，最適近似公式の場合と
同様に，ある種のポテンシャル問題を解く問
題に近似的に帰着されることも明らかとな
った（発表論文①）．このポテンシャル論を
用いて得られる近似最適積分公式の誤差の
振る舞いを図３，４に示す．準最適性が証明
されている台形則と比べると，高精度な数値
積分公式が得られていることが観察される．
ただし，引用文献③には，数値積分公式の誤
差の下界の評価が与えられているが，それと
比較すると，まだ差がある． 

図３ ポテンシャル論を用いて得られる
近似最適数値積分公式の誤差（Sinc 関数近
似が有効となる関数空間の場合．参考のた
め，台形則の誤差も示す） 

 
図４ ポテンシャル論を用いて得られる
近似最適数値積分公式の誤差（DE-Sinc 関
数近似が有効となる関数空間の場合．参考
のため，台形則の誤差も示す） 

 



(3) ポテンシャル論に基づく，最適近似公式
構築に対する統一的なアプローチを用いて，
DE-Sinc 関数近似が有効となる関数空間の場
合に，数値的に誤差の下界を与えると期待さ
れる近似公式を計算した（発表論文③,⑤）．
近似最適近似公式の誤差の振る舞いを図５
に示す．近似最適近似公式が，DE-Sinc 近似
に比べて，誤差がかなり小さいことが観察さ
れる． 

図５ ポテンシャル論を用いて得られる
近似最適近似公式の誤差（DE-Sinc 関数近
似が有効となる関数空間の場合．参考のた
め，DE-Sinc 関数近似の誤差も示す） 
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