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研究成果の概要（和文）：保型超関数について研究を行った。関数等式をみたすL関数から保型超関数を構成する逆定
理を証明し、ポアソン変換を利用して、L関数から合同部分群に関する実解析的保形式を構成する方法を確立した。さ
らに、上野隆彦氏が研究したある2変数概均質ゼータ関数が、この逆定理の仮定をみたすことを確かめた。これにより
、2次合同式の解の個数を係数にもつマース形式を構成した。

研究成果の概要（英文）：We have studied automorphic distributions. We have proved a converse theorem by 
which one can construct automorphic distributions for congruence subgroups from L-functions with 
functional equations, and by using the Poisson transform, we have established a method to construct real 
analytic automorphic forms for congruence subgroups from L-functions. Moreover, we have confirmed that a 
certain prehomogeneous zeta function with 2 variables, which has been studied by Takahiko Ueno, satisfies 
the assumption of our converse theorem. This gives Maass forms whose coefficients are the number of the 
solutions of quadratic congruence equations.

研究分野： 代数学
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１．研究開始当初の背景 
 
概均質ベクトル空間とは、稠密な軌道をもつ
（非常に大きな群の作用を受けている）ベク
トル空間のことであるが、佐藤幹夫・新谷卓
郎の理論（Ann. of Math. 100(1974)）により、
概均質ベクトル空間の相対不変式を用いて
関数等式をみたすゼータ関数が構成できる。
概均質ベクトル空間やそのゼータ関数の例
は豊富にあり、多くの研究がなされている。
例えば、可換放物型概均質ベクトル空間は対
称空間の境界と考えることができ、これらの
空間に付随する概均質ゼータ関数は対称空
間上の保型形式と関連があるものと予想さ
れてきた。いくつも重要な課題はあるが、そ
の中でも、逆定理（関数等式をみたすディリ
クレ級数と保型形式との対応）との関連は興
味深い。実際、上野隆彦氏は２次形式と関連
する概均質ゼータ関数に対してヴェイユの
逆定理を適用し、任意のウェイト、レベルに
対する正則保型形式を統一的に構成した
（Nagoya Math. J. 175(2004)）。しかしその
後、概均質ゼータ関数を用いた保型形式の構
成についてはあまり研究されていない。 
 
ところで、鈴木利明氏は、対称行列のなす概
均質ベクトル空間上に、保型超関数とよばれ
るある種の保型性をみたす超関数を抽象的
に定義し、そのフーリエ係数からＬ関数を構
成し、概均質ベクトル空間の理論を利用して
そのＬ関数の関数等式を証明した（Nagoya 
Math. J. 73(1979)。鈴木氏の結果は、佐藤文
広氏と田村敬太氏により可換放物型概均質
ベクトル空間に対して一般化された）。鈴木
氏は保型超関数を用いて、実解析的ジーゲ
ル・アイゼンシュタイン級数から構成される
ケッヒャー・マース級数の関数等式を証明し
ているが、その証明を精査すると、鈴木氏の
Ｌ関数の積分表示がジーゲル保型形式の「境
界値」のメリン変換であると解釈できること
が分かる。つまり、鈴木氏のＬ関数の積分表
示に逆メリン変換を施したものは保型形式
の「境界値」に相当している。また、表現論
では、ポアソン変換を用いると、境界値から
対称空間上の固有関数を復元できること（ヘ
ルガソン予想）は良く知られており、これら
を組み合わせれば、逆定理にあたるものが証
明できるのではないかという期待が出てく
る。以上が本研究を着想するに至った経緯で
ある。 
 
２．研究の目的 
 
上述のアイディアは自然ではあるが、いざ実
行してみようとすると「境界値」の取り扱い
など様々な技術的困難が伴う。そこで、最も
簡単な SL(2,R)の場合を詳細に研究すること
を主たる目標とする。この研究からはマース
波動形式（実解析的保型形式）に関する逆定
理が導かれるが、それを精密化し、指標付き

のディリクレ級数から合同部分群に関する
マース波動形式を構成するという「ヴェイユ
型の」逆定理を証明する。（ヴェイユによる
逆定理の証明は正則関数に関するある性質
を用いており、実解析的関数には適用できな
い。この困難により、合同部分群に対するマ
ースの逆定理は未だに満足すべき形では証
明されていない。）そして、我々の新しい逆
定理を上野隆彦氏が定義したゼータ関数に
適用し、マース波動形式の統一的構成を与え
る。このマース波動形式のフーリエ係数は、
２次不定合同式の解の個数を用いて具体的
に表示できるが、これはテータ級数が正則保
型形式になるという定理の「実解析的保型形
式版」あるいは「不定値類似」である。 
 
３．研究の方法 
 
逆定理の証明については、Ｌ関数、保型超関
数、離散群の作用で不変な主系列表現の空間
上の線形写像、および保型形式という４つの
対象の間の対応をうまく組み合わせる。アイ
ディアをもう少し具体的に説明してみよう。
我々の議論においては、 
 
(a)Ｌ関数と（鈴木氏の意味での）保型超関
数との対応 
(b)保型超関数と離散群Γの作用で不変な主
系列表現上の線形写像との対応（文献によっ
ては後者を保型超関数と呼んでいる） 
(c)Γ不変な主系列表現上の線形写像と保型
形式との対応 
 
が重要になる。対応(a)は、メリン変換によ
る。対応(b)は、主系列表現の非有界な実現
を考え、Γ不変性をフーリエ展開可能性と対
応させることにより分かる。対応(c)は、ポ
アソン変換による。これらの対応はある程度
は知られているものの、十分に研究されてい
ない部分がある。例えば、表現論の文献では
主系列表現は群上の関数空間の上で実現し、
ポアソン変換も群上の関数に対する変換と
して考えることが多いが、整数論では保型形
式は上半平面上の関数として扱うことが多
いので、それらの翻訳作業が必要になる。上
述の対応をより精密にし、合同部分群に関す
るマース波動形式について考察する。対応
(a)については、指標付きのＬ関数を考察し、
対応(c)については、ウェイトが一般の場合
を考察する。ウェイトが半整数の場合は、正
則保型形式の場合と同様に被覆群について
の考察が必要になる。以上の準備のもとで、
(a),(b),(c)の対応を組み合わせて、合同部
分群に関するマース波動形式についての逆
定理を示す。さらに、上野隆彦氏により定義
された2次形式に関連する概均質ゼータ関数
は、この逆定理の仮定を満たすものと予想さ
れ、2 次合同式の解の個数を係数に持つ実解
析的保型形式を構成できるものと思われる。 
 



４．研究成果 
 
上記で述べた計画に従って、実解析的保型形
式に関する逆定理についての研究を行った。 
 
(1) 対応(a)については、鈴木氏の L 関数の
積分表示が概均質ベクトル空間のゼータ関
数の積分表示と似ていることもあり、概均質
ゼータ関数の理論が大変参考になった。逆メ
リン変換を使う手法もうまく機能し、対応
(a)をかなり満足のいく形で確立できた。 
 
(2) 対応(b)については、鈴木氏の保型超関
数が、主系列表現空間上のΓ不変な線形汎関
数になるかという問題がある。これについて
は、ヴェイユの逆定理の証明のときと同様に、
指標付きのL関数を扱う必要がある。ただし、
上述した通り、ヴェイユの証明には、正則関
数特有の性質（正則関数の、楕円元の作用に
関するある補題）が必要になり、そのままで
は適用できない。そのため、ラザールの論文
(Trans. AMS, 1977)の方法を取り入れた。こ
の方法では、non-primitive な指標の場合も
取り入れて、指標和付きの L関数を考えるこ
とになり、逆定理の仮定は見かけ上強いもの
になるが、後述する通り、この修正によって
特に不都合が生じることはない。なお、ラザ
ールの手法を取り入れるという点について
は、ディアマンティスとゴールドフェルドの
論文(Amer. J. Math, 2011)を参考にした。 
 
それから逆向きの対応、すなわち主系列表現
空間上のΓ不変な線形汎関数から鈴木氏の
意味での保型超関数が得られるか、という問
題もある。これは大雑把にいえば、超関数の
フーリエ展開ということになるのであるが、
主系列表現の非有界実現として得られる関
数は、一般には急減少な関数とはならない。
そのため、通常の解析の教科書に載っている
ようなフーリエ展開の定理にはあてはまら
ず、この点については、別に考察が必要にな
った。一つの解決方法として、ポアソン変換
の単射性を用いて実解析的保型形式のフー
リエ変換を経由してそれを引き戻して超関
数をフーリエ展開するという方法を考案し
た。ただし、主系列表現を定めるパラメータ
の値が generic でない場合には、ポアソン変
換が単射にならず精緻な考察が必要になる
が、その部分はまだ満足すべき結果が得られ
ていない。 
 
(3) 対応(c)はポアソン変換を通じて実現さ
れるもので、比較的よく知られている。しか
しながら、整数論への応用をするのに適した
形でこの対応が書かれた文献は少ない。特に、
半整数ウェイトの保型形式と被覆群上の主
系列表現との関係を議論している文献がほ
とんどなかったため、いろいろと試行錯誤し
た。その中で、吉田敬之氏の論文(J. Math. 
Soc. Japan, 1992)と鈴木利明氏の論文

(Nagoya Math. J., 1980)の結果を組み合わ
せると望む結果が得られるということが分
かった。 
 
以上の対応をつなぎ合わせて、逆定理を証明
することができた。さらに、上野隆彦氏が研
究した概均質ゼータ関数がこの逆定理の仮
定をみたすことも確認できた。この際、先に
述べた通り、指標和付きの L関数についての
関数等式を証明することが必要になるが、ほ
とんどは上野氏が実行した計算と同様にで
きた。（しかも、指標和付きで L 関数を定義
すると、示すべき関数等式の形が簡単にな
る。）ディアマンティスとゴールドフェルド
は、前述の論文を発表した後、次の論文で、
新谷卓郎氏が定義した 2元 2次形式から定義
される 2変数ゼータ関数が、本質的にウェイ
ト 1/2, レベル 4 の実解析的アイゼンシュタ
イン級数のメリン変換であることを示して
いる（J. Math. Soc. Japan, 2014）が、我々
の結果においては、ウェイトやレベルは自由
にとれる。 
 
我々の証明は、これまで述べてきた通り、い
くつものステップを積み重ねていくもので、
論文を書き上げるのに苦労しており、残念な
がら、研究期間内に論文を投稿することがで
きなかった。しかしながら、京都大学、大阪
大学、九州大学などで結果について発表し、
国内外の研究者と情報交換を行った。また、
連携研究者の佐藤文広氏は、今回の結果に関
連する、概均質ゼータ関数と保型形式との関
連についていくつかの国際研究集会で講演
を行った。佐藤氏は 2014 年に立教大学で概
均質ベクトル空間と表現論に関する日仏研
究集会を主催されたが、その際、ナンシー大
学のクレアー教授の旅費・滞在費を本研究費
から拠出した。クレアー教授の講演を聞き、
ベルンシュタイン-レジニコフによる積分と
保型超関数が関連していることを学んだ。ま
た、国際研究者交流の一助となることができ、
有意義であった。 
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