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研究成果の概要（和文）：可換環の表現論に関するさまざまな研究を行った。具体的には、与えられた可換ネーター環
の加群圏（有限生成加群全体のなす圏）、（有界）導来圏、そして特異圏の構造解析である。主たる成果としては、ま
ず、完全交差環の加群圏の分解部分圏を完全に分類した。また、加群圏の部分圏の次元と半径を用いて特異点の性質を
調べた。さらに、Ext関手の零化を調べ、それを導来圏や特異圏の生成、特にRouquier次元と関連付けた。

研究成果の概要（英文）：I did several researches in the representation theory of commutative rings. More 
precisely, for a given commutative noetherian ring, I investigated the structure of the module category 
(i.e., the category of finitely generated modules), the (bounded) derived category and the singularity 
category. As main achievements, I obtained complete classification of the resolving subcategories of the 
module category of a complete intersection ring. Also, using the dimension and radius of a subcategory of 
the module category, I explored certain properties of singularities. Furthermore, I studied annihilation 
of the Ext functor, and related it to generation of the derived and singularity categories, especially to 
the Rouquier dimension.

研究分野： 可換環論
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
当該研究者は、可換環論の表現論的側面

（可換環の表現論）を研究している。すなわ
ち、可換 Noether 環上の有限生成加群全体の
なす圏（以下、加群圏）の構造、およびそれ
の有界導来圏（以下、導来圏）や Buchweitz,
 Orlovが導入したsingularity category（以
下、特異圏）といった三角圏の構造を解析し
てきた。 
 

２．研究の目的 
 
２－１．全反射加群による単純特異点の特徴
付け 
 
全反射加群は、射影加群と Gorenstein 環

上の Cohen-Macaulay 加群の共通の一般化に
当たる加群である。Auslander, Bridger が 1
960 年代に導入し展開したＧ次元と呼ばれる
加群の不変量の研究がEnochs, Jenda以降盛
んであり、その研究は現在では「Gorenstein
 ホモロジー代数」と総称されている。全反
射加群はＧ次元が0であるような加群のこと
であり、Gorenstein ホモロジー代数において
主役を担う加群である。 
さて、Auslander, Buchweitz の定理は、「G

orenstein 環上では、全反射加群の圏は加群
圏の中で反変有限になる」ということを述べ
ている。これは、Gorenstein 環の加群圏は、
全反射加群の圏と射影次元が有限な加群の
圏の“貼り合わせ”で構成されている、とい
うことを意味していて、その後の可換環論に
大きな影響を与えた重要な定理である。当該
研究者は、この定理の逆に相当する主張「非
自由全反射加群を持つ Hensel 局所環は、全
反射加群の圏が加群圏の中で反変有限なら
ば、Gorenstein である」を証明した。そして
Buchweitz, Greuel, Schreyer の定理を改良
する「完備局所環が単純特異点であるための
必要十分条件は、非自由直既約全反射加群が
一個以上かつ有限個であることである」とい
う系を与えた。これは、全反射加群のふるま
いは基礎環の Gorenstein 性には無関係だろ
うという大方の予想を覆す結果であり、大き
な反響を得た。 
 

２－２．Gorenstein 環上の反変有限分解部分
圏の分類 
 
Abel 圏の resolving subcategory（以下、

分解部分圏）の概念は、1960 年代に Ausland
er, Bridger が導入した概念である。彼らは、
全反射加群の圏が加群圏の分解部分圏にな
ることを証明した。Cohen-Macaulay 環上の C
ohen-Macaulay 加群の圏も加群圏の分解部分
圏であり、分解部分圏の概念は多くの重要な
部分圏を包括する概念である。 
さて、Auslander, Reiten は、大域次元が

有限なArtin多元環の加群圏の反変有限分解

部分圏を、余傾加群を用いて分類した。これ
により反変有限分解部分圏の概念が傾理論
と密接な関係にあることがわかり、反変有限
分解部分圏の概念は多元環の表現論におい
て一躍脚光を浴びることとなった（実際、論
文は彼らの100編以上の論文の中で最も引用
されている）。当該研究者は、任意の Gorens
tein Hensel 局所環上の反変有限分解部分圏
を完全に分類した。前述の Auslander, Reit
en による分類は環の大域次元の有限性が本
質的であり、それを仮定しないと無数の反変
有限分解部分圏が現れ分類は絶望的である
と考えられていたが、当該研究者が行った分
類は大域次元の有限性の仮定を必要としな
い。しかも、２－１で述べた結果のより体系
的な別証明を副産物としてもたらした。この
論文のレフェリーには「大域次元の有限性を
仮定しない著者の分類定理は真に驚くべき
ものであり、非常に強い印象を与える重要な
結果である」と絶賛された。 
 
２－３．超曲面上の分解部分圏および thick
部分圏の分類 
 
部分圏の分類研究は 1960 年代の Gabriel

による加群圏のSerre部分圏の分類に始まり、
近年では当該研究者や Krause による加群圏
の wide 部分圏の分類などがある。三角圏に
ついてはとりわけthick部分圏の分類研究が
盛んである。Devinatz, Hopkins, Smith が p
局所安定ホモトピー圏のコンパクト対象か
らなる thick 部分圏を分類した後、Hopkins
と Neeman が可換 Noether 環上の完全複体の
導来圏の thick 部分圏を分類し、Thomason が
これをスキームに拡張した。Benson, Carlso
n, Rickardは有限p群の有限次元表現の安定
圏の thick 部分圏を分類し、Friedlander, P
evtsova がこれを有限群スキームに、Benson,
 Iyengar, Krause が導来圏に拡張した。この
ように部分圏の分類は環論・ホモトピー論・
代数幾何学・モジュラー表現論が共有する研
究テーマであり、分野間の研究交流を通して
活発に研究されている。 
当該研究者は、自身が構築した非自由軌跡

および分解閉包の理論を用いて、punctured 
spectrum で局所自由な Cohen-Macaulay 加群
の構造を精密に調べた（これにより完備化上
の Cohen-Macaulay 加群に関する Keller, Mu
rfet, Van den Bergh の定理が回復された）。
そして超曲面局所環上の Cohen-Macaulay 加
群からなる分解部分圏を、特異軌跡の特殊化
閉部分集合によって分類した。さらにそれを
用いて、超曲面局所環の特異圏の thick 部分
圏を分類した。これは前述の Benson, Carls
on, Rickard の定理の高次元版の一部を形成
するものであり注目を集めた。応用として、
Tor加群の rigidity に関する Huneke, Wiega
nd の定理を回復し、加群圏の thick 部分圏
のうち自由加群を含むもの、導来圏の thick
部分圏のうち完全複体を含むものを完全に



分類した。 
 
３．研究の方法 
 
平成２５年度は、問題１「加群圏の分解部

分圏および導来圏・特異圏の thick 部分圏の
分類」に取り組む。平成２６年度以降は、問
題２「加群圏の分解部分圏および導来圏・特
異圏の thick 部分圏の次元の評価」に取り組
む。 
 
３－１．問題１について 
 
 加群圏の分解部分圏の分類は導来圏・特異
圏のthick部分圏の分類と密接な関係にある
ため、両分類研究は同時に執り行っていく。 
 当該研究者が行った超曲面上の分解部分
圏と thick 部分圏の分類は、0 次元に落とし
たときに環が有限表現型になり全ての直既
約加群が分類されていることがキーだった。
一般の 0 次元 Gorenstein 環上の直既約加群
の分類は不可能（絶望的）なので、同じアプ
ローチではうまくいかない。そこで、超曲面
のときに駆使した局所化を使うことをやめ
て、良い巴系による剰余のみで 0次元に落と
すことを考え、Cohen-Macaulay 環への拡張を
試みる。また、分解部分圏および thick 部分
圏の分類は基本的に素イデアルを用いて行
うが、基礎環の素イデアルだけでは少なすぎ
て分類ができない可能性もある。そこで、拡
大環やその準同型像等を考えて環を膨らま
せ、素イデアルを増やすことを考える。Iyen
garが行った局所的完全交差環の特異圏のth
ick部分圏の分類もHochschildコホモロジー
環の素イデアルを用いているので、効果的な
考え方であると考えられる。 
 一方、超曲面上の Tor, Ext の消滅に関す
る rigidity 定理が thick 部分圏の分類によ
って回復されたので、逆に rigidity 問題自
体を考察することがthick部分圏の分類問題
の解決に繋がることも考えられる。Celikbas,
 Dao と既に手掛けているその方向の研究を
今後も続けていく。 
 
３－２．問題２について 
 
 三角圏の次元の概念は、Rouquier によって
導入された。これは、一つの対象から（直和
因子とシフトの差を除いて）何回写像錐を取
れば全ての対象が得られるかを測るもので、
三角圏の“表現論的な大きさ”を表す量であ
る。この概念の重要性を最初に見出したのは
Bondal, Van den Bergh である。彼らは、滑
らかで固有な可換および非可換代数多様体
上の連接層の有界導来圏が有限次元である
ことを示し、それを用いてベクトル空間の圏
への有限型反変コホモロジー関手が表現可
能であることを示した。また、特異圏の次元
は表現次元と密接な関係にある。表現次元は、
Artin 多元環が有限表現型からどれだけ離れ

ているかを測るためにAuslanderによって導
入され、多くの表現論研究者によって調べら
れてきた。Rouquier は、ベクトル空間の外積
代数の特異圏の次元を計算し、表現次元が 4
以上の Artin 多元環の最初の例を与えた。 
 さて、Rouquier は体上有限型の分離スキー
ム上の連接層の有界導来圏が有限次元であ
ることを示した。これに対し、当該研究者は
相原氏との共同研究において、完全体を係数
体とするNoether完備局所環の導来圏の次元
が有限であることを証明した。当該研究者の
証明は Rouquier の定理のアフィン版の環論
的な別証明をも与えるため既に大きな反響
を呼んでいる。係数体が完全体であるという
仮定が外せないか現在Iyengarとの共同研究
で考察中であるが、今後もこの研究を続ける。 
 全く逆方向の問題として、次元の下からの
評価も興味深い。Rouquier は体上有限型の被
約分離スキーム上の連接層の有界導来圏の
次元がスキームの次元を下回らないことを
示した。当該研究者は相原氏との共同研究で、
一般の被約 Noether 環上でも(Krull 次元-1)
が下界になることを示したが、下限は Krull
次元に一致することが期待されているので、
引き続きこの問題を考察する。 
 一方、無限次元の三角圏の例も多数報告さ
れている。Oppermann, Stovicek は、Noethe
r 多元環・射影スキーム上では有限生成加
群・連接層の有界導来圏の真の thick 部分圏
のうち完全複体の導来圏を真に含むものは
全て無限次元であることを示した。当該研究
者は Dao との共同研究で、三角圏の次元の A
bel 圏に対する類似として、Abel 圏の部分圏
の次元の概念を導入した。分解部分圏、thic
k 部分圏が無限次元かどうか、部分圏の次元
の有限性（あるいは値）が環の性質をどのよ
うに反映するのかについて考えていく。部分
圏の次元の評価は、部分圏の分類の可否に関
する情報も与えるため、問題１の解決のため
にも特に力を入れたい。 
 
４．研究成果 
 
(1) Grade consistent 関数という環の Spec
上のある自然数値関数を考案し、この関数を
用いて完全交差環の加群圏の分解部分圏を
完全に分類した。これは従来の部分圏分類定
理が基本的に Spec の部分集合によるものだ
ったことと異なる点でも注目に値する。 
 
(2) Punctured spectrumで局所自由な極大C
ohen-Macaulay 加群のなす部分圏の次元の有
限性で孤立特異点を特徴付けた。これは Aus
lander, Huneke, Leuschke, Wiegand の著名
な定理「有限表現型の Cohen-Macaulay 局所
環は孤立特異点である」の遥かなる一般化に
なっている。また、剰余体の syzygy を含む
極大 Cohen-Macaulay 加群のなす部分圏があ
る弱い条件の下で無限次元になることを示
し、Oppermann, Stovicek の定理の超曲面に



対する改良版を得た。さらに、完全交差環上
では有限半径をもつ分解部分圏は極大 Cohen
-Macaulay 加群からなるものだけに限ること
を証明した。 
 
(3) コホモロジー（Ext 関手）の零化イデア
ルが定義するZariski閉集合が特異軌跡を与
えるかどうかを深く調べ、それを導来圏の生
成と関連付けた。応用として、等標数優秀局
所環の導来圏が有限次元であることを導い
た。これは、「完全体上本質的有限型の環（r
esp. 完備局所環）の導来圏の次元が有限で
ある」という Rouquier（resp. 相原-高橋）
の定理を同時に一般化するものである。 
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