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研究成果の概要（和文）：旗多様体のシューベルトクラスのK理論での代表を与える多項式についてその具体形を決め
ることを中心に研究を進めた。結果として古典型と呼ばれる旗多様体についてそのシューベルト類の多項式代表となる
二重グロタンディエク多項式を決定することができた。また、応用としてフック公式と呼ばれる等式をシューベルト・
カルキュラスの手法で証明することができた。さらに、その一般化の予想式を定式化した。関連してp-進代数群の表現
に関するCasselman問題の一つの解をシューベルト・カルキュラスの手法で求めることができた。

研究成果の概要（英文）：We defined good polynomial representative of torus equivariant Schubert class in 
K-theory of flag varieties of the classical groups. We also give combinatorial formula for them. As an 
application of equivariant Schubert calculus we give a proof of the hook formula, which gives the number 
of standard tableaux on a given shape of partition. We also give a generalization of the hook formula and 
its equivariant K-theory version. By alanogy with this formula we get a solution to the Casselman's 
problem related to the representation of p-adic algebraic groups using some techinques of Schubert 
calculus.
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１．研究開始当初の背景 
 シューベルト・カルキュラスは、比較的古
い歴史をもつにも拘わらず現在でも盛んに
研究されている分野の一つである。この理由
と し て は 、 1982 年 に Lascoux と
Schutzenberger により、Schubert 多項式と
いう整数係数で組合せ論的に扱いやすい多
項式が発見されたことによると考えられる。
これは、グラスマン多様体において Schur 多
項式が Schubert 基底となることを旗多様体
の場合に拡張したものと見ることができる。 
A 型以外の古典群 B,C,D 型について、同様の
多項式が作れないかという事はそれ以降問
題として様々なアプローチで研究がされた
が階数によらない安定な多項式として定め
ることは不可能と考えられるようになった。
実際、不可能であるということを証明する論
文も登場した。しかしながら、池田、Mihalcea,
成瀬の３人の共同研究で、新たな発想により
変数を増やして求める多項式を実現するこ
とができた。当初は、懐疑的な見解もあった
が、次第にこの結果は専門家の間で受け入れ
られるようになった。 
 
 
２．研究の目的 
 この研究における具体的な目的としては、 
同変コホモロジーに関して得られた結果を
同変 K 理論の場合に拡張して行く事を基本
的な目標とした。シューベルト基底に対応す
る多項式を具体的に構成し、それを利用して
シューベルト・カルキュラスを組合せ論的に
実行できるようにする事が目的である。さら
に、その応用としてどのようなことが考えら
れるか考察する事とした。さらに、一般コホ
モロジーや量子コホモロジーの場合への拡
張についても可能な限り考察することにし
た。 
 
３．研究の方法 
 研究の方法としては、シューベルト・カル
キュラスに関する基本的な文献により情報
収集するとともに，研究者との直接の話し合
いにより問題点の把握とその解決方策につ
いて検討をすることで研究を進めて行った。
また，具体的な計算例を多く準備する必要が
あるため数式処理ソフトを用いて目的に応
じたデータを作成した。研究成果については，
途中経過も含めて国内・国外での研究集会で
発表し、研究者との議論を行い助言等を得る
ことができるように努めた。 
 
 
４．研究成果 
研究成果については、以下のものが挙げら

れる。 
(1)K 理論におけるシューベルト基底を代表
する多項式として、B,C,D 型のグラスマン多
様体の場合に、シューアの P-,Q-函数の K 理
論での類似物を構成した事。実際この多項式

がちょうどシューベルト類を代表すること
も同時に示した。多項式としてはコホモロジ
ーの場合の factorial シューア P-Q-函数を
変数βで変形した形となる。シューア P-Q-
函数の場合と同様に、ある種のキャンセル性
を持ちfactorialシューア函数と同様の消去
性も持っている。 
 
(2)古典型グロタンディエク多項式の構成を
Id-Coxeter 代数を用いて行うことができた
事。この結果は、A.Kirillov 氏との共同研究
に基づく。これにより得られた多項式は(1)
で構成した多項式を特殊な場合として含ん
でいてIkeda-Mihalcea-Naruseの二重シュー
ベルト多項式の K理論版となっている。より
正確には、パラメータβを含み、β=0 のとき
がコホモロジー、β=-1 のときが K 理論のシ
ューベルト基底となっている。これにより古
典型の旗多様体のコホモロジー・K 理論を並
行して扱うことができるようになった。これ
らの多項式を用いることで、シューベルト・
カルキュラスがより具体的に実行できるこ
とになる。これらの古典型グロタンディエク
多項式の組合せ論的な記述も行うことがで
き、将来的には構造定数もこれらの組合せ論
的な対象により記述できることが示唆され
ている。 
 
(3)双対グロタンディエク多項式に関する性
質として、種々の行列式公式が作れること及
びコーシー核に関する有限和がコホモロジ
ーと K-理論で同じになることの証明を行っ
た事。これは、A.Lascoux 氏との共同研究に
基づく。この結果は双対グロタンディエク多
項式がflaggedシューア函数の特殊化として
得られることを利用している。アフィングラ
スマン多様体のKホモロジーを考えるときに
はこの双対グロタンディエク多項式がシュ
ーベルト基底として重要な役割を果たすこ
とになり、今後の研究のための基盤固めの役
割を果たしている。 
 
(4)シューア函数の一般コホモロジーへの一
般化を行った事。シューアの S-,P-,Q-函数に
ついて、対称群の軌道和の形の定義を一般コ
ホモロジーにおける形式群の演算規則を用
いて一般化する事ができた。これにより一般
コホモロジー理論におけるグラスマン多様
体のシューベルト類を代表する函数の候補
が得られた。実際この多項式は同変コホモロ
ジー理論におけるシューベルト類が満たす
べき消去性の性質を持っていることが示さ
れ た 。 こ れ ら の 結 果 は 、 さ ら に
Hall-Littlewood 函数の一般コホモロジーに
おける類似物を構成するという研究へと進
んでいる。 
 
(5)Vexillary と呼ばれる特殊な置換に対応
するシューベルト/グロタンディエク多項式
が一つの factorial シューア函数/グロタン



ディエク多項式で、パラメータをうまく並べ
ることで表示できるという結果を得た事。こ
れは左差分商の性質を用いて示すことがで
きた。これまでのシューベルト・カルキュラ
スでは、ほとんどの場合、右差分商が主とし
てもちいられてきたのであるが、同変シュー
ベルト・カルキュラスにおいては、左差分商
が非常に有効に機能することが(1)の結果な
どで分かっていた。ここでもそれを利用する
ことでVexillaryな置換に対応するシューベ
ルト/グロタンディエク多項式を簡潔に記述
することを組合せ論的に導くことができた。 
 
(6)退化跡としてグラスマン多様体の場合の
シューベルト/グロタンディエク多項式の記
述を行った事。これは、T.Hudson, T.Ikeda, 
T.Matsumura らとの共同研究に基づく。この
視点からA型グラスマン多様体のシューベル
ト類についての Jacobi-Trudi 型の行列式公
式の自然なK理論への拡張が存在することも
わかった。同様に、B,C 型の場合にもコホモ
ロジーにおけるパッフィアン公式も自然な
形で K理論の場合に導くことができた。 
 
(7)同変コホモロジーの局所化の値に関する
等式を利用することでヤング標準盤の個数
に関する hook 公式と呼ばれる公式の証明お
よびその拡張の公式が作れることを見出し
た事。さらに、K 理論にいても同様の等式が
作れることも示した。これは、シューベル
ト・カルキュラスの応用として捉えることが
できる。この研究結果を元にさらにこれを一
般化した hook 公式の予想式を得ることがで
きた。これらの考察が次の項目(8)の問題解
決につながった。 
 
(8) p 進代数群の表現に関連する Casselman
問題についてシューベルト・カルキュラスの
手法を用いることで１つの解を得ることが
できた事。これには、ヘッケ環に関する
Yang-Baxter 基底を用いた。A 型の場合に
Lascoux 達が既に定義していたものを一般の
Lie 群の型の場合に拡張し、ある種の双対性
を示した。さらに、Kostant-Kumar の twisted
な 群 環 を 考 え 、 そ の 中 に 必 要 な
Demazure-Lusztig 作用素を構成し、それを利
用して基底の変換係数を記述することがで
きた。 
 
(9)C 型グラスマン多様体の同変量子コホモ
ロジー環のシューベルト基底となる多項式
代表を決定した事。これは、T.Ikeda, 
L.Mihalcea らとの共同研究であり、A型グラ
スマン多様体の場合の Mihalcea の結果の自
然な類似となっている。すなわち、A 型の場
合に Factorial シューア函数が量子同変コ
ホモロジーの基底となるのと同様に、C 型の
場合にFactorial シューアQ函数が量子同変
コホモロジーのシューベルト基底であるこ
とを示した。証明の手法は、ほぼ A型と同様

であるが、この方法を論理的に見直したとこ
ろA型の証明そのままでは不備があることが
分かり、A 型の証明の改良も含む形の論法で
証明を行う事ができた。また、同変量子コホ
モロジー環の生成元と関係式による表示も
同時に得られた。これにより量子パラメータ
の qを 0にすることで、同変コホモロジー環
の生成元と関係式による表示も得られたこ
とになる。 
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