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研究成果の概要（和文）：本研究では、数学の組合せ論の分野において重要な研究対象である凸多面体やセル複体の面
の個数に関する研究を行った。主要な研究成果は以下の二つである。
(１)凸多面体の持つ重要な組合せ論的不変量であるcd指数を、代数学を用いて研究する手法を新たに開発し、この手法
を応用してcd指数に関する新しい不等式を発見した。
(２）モース不等式と呼ばれる幾何学的観点から得られる不等式と次数付きベッチ数と呼ばれる可換環論においてよく
研究されている不変量を組合せることで、多様体の三角形分割の面の個数に関する新しい不等式を証明することに成功
した。

研究成果の概要（英文）：In this research project, we study the face numbers of polytopes and cell 
complexes. The followings are main results of this project.
(1) We find new method to study the cd-index of a convex polytope by using commutative algebra, and by 
applying this new method, we find new upper bounds of the cd-index.
(2) We find new applications of polyhedral Morse inequality and graded Betti numbers to the study of face 
numbers of triangulated manifolds.

研究分野： 可換環論
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  １版



１．研究開始当初の背景 
 
 凸多面体やセル複体の面の個数の研究は，
組合せ論の分野における主要な研究課題の
一つである．特に，ここ 10 年ほどで，凸多
面多面体の cd 指数や多様体の三角形分割の
面の個数に関する研究が大きく進展してい
る． 
 凸多面体の cd指数は，1991年にBayerと
Klapper により導入された組合せ論的不変量
である．凸多面体の組合せ構造の研究では，
f 列と呼ばれる不変量が良く調べられてきた
が，cd 指数は f 列よりも詳しい情報を持つ組
合せ論的な不変量であるため，凸多面体の
組合せ構造を解析するための重要な道具と
して近年 cd 指数に注目が集まっている．特
に，2006 年に Karu により長らく未解決で
あった cd 指数の非負性に関する予想が代数
的な方法を用いて証明され，Karu の手法を
改良することで cd 指数に関するより深い情
報を得ることが期待されていた． 
 球面の三角形分割の面の個数の研究は数
え上げ組合せ論における中心的な研究課題
の一つであり，これまで盛んに研究が行われ
て来ている．球面の三角形分割に関する結果
を，多様体の三角形分割の場合に一般化する
ことは，数学的に自然に期待される事であ
るが，多様体の三角形分割の面の個数の研究
は 20 世紀の間には良い研究手法が見つから
ず，研究があまり進んでいなかった．この
問題に関し，2009年にNovikとSwartzは，
多様体の三角形分割の面の個数を，代数学
の一分野である可換環論の手法を用いて上
手く研究する手法を発見し，これを用いて多
様体の三角形分割に関する様々な予想を解
決した．この Novik と Swartz らが考案した
手法をさらに発展させ，多様体の三角形分
割の面の個数に関する研究をさらに進める
ことが期待されていた． 
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究課題では，凸多面体の cd 指数と，
多様体の三角形分割の面の個数，という二
つのテーマについて，可換環論を用いたアプ
ローチから研究を行った．それぞれのテー
マについて，以下を具体的な目標とした． 
 
（１）cd 指数に関する研究 

cd 指数に関する最も重要な定理の一つは，
2006 年に Karu によって示された cd 指数の
非負性に関する定理である．Karu は圏論的
な手法を用いてこの定理の証明を与えたが，
Karu の手法は非常に抽象的で扱いが難しく，
cd 指数についてより詳細な情報を得るため
には Karu の方法よりも扱いやすい代数的な
手法を考案することが必要とされていた．
本研究課題では，圏論よりもより具体的で
扱いやすい可換環論を用いて cd 指数を研究

する手法を開発することを目的として研究
を行った． 
 
（２）多様体の三角形分割に関する研究 

Novik と Swartz らによって発見された，
可換環論を用いて多様体の三角形分割を調
べる手法をさらに発展させ，多様体の三角
形分割の面の個数に関する新しい必要条件，
十分条件を得ることを目的として研究を行
った．特に，一次元球面とn次元球面の直積
の三角形分割について，面の個数が取りう
る必要十分条件に関する予想を得ることを
目標として研究を行った． 
 
 
３．研究の方法 
 
cd 指数，多様体の三角形分割の両方のテ

ーマにおいて，スタンレー・ライスナー環
と呼ばれる環を用いた代数的なアプローチ
から研究を行った． 
 
（１）cd 指数に関しては，スタンレー・ライ
ス ナ ー 環の 概 念 を 加 群 に 一 般 化 し た
squarefree 加群と呼ばれる代数的対象を用
いて，cd 指数を加群の情報を用いて表す方
法を模索した．特に，cd 指数を可換環論を用
いて調べる為には，加群が何時自分自身の標
準加群に埋め込む事ができるかが重要であ
る こ と が判 明 し て お り ，ど の よ う な
squarefree 加群が自分自身の標準加群に埋
め込めるか，という問題を調べる研究を進め
た． 
 
（２）多様体の三角形分割の面の個数につい
ては，2011 年に Bagchi と Datta により発見
された，多面体的モース理論と呼ばれる幾
何の理論を用いて面の個数を調べる手法に
注目した．彼らの方法は，可換環論におい
てよく研究されている次数付きベッチ数と
呼ばれる不変量に関する研究と深く関係し
ており，BagchiとDattaの考案した手法に，
次数付きベッチ数の理論を用いることで，
面の個数に関する新しい情報を得る方法を
模索した． 
 
 
４．研究成果 
 
本研究課題で得られた主要な研究成果に

ついて述べる． 
 
（１）cd 指数に関する研究成果： 
今回得られた大きな研究成果の一つは，

cd 指数を可換環論を用いて調べる新しい研
究手法を開発したことである．この研究成
果は関西大学の柳川浩二准教授との共同研
究によって得られた．具体的には，我々が現
在 squarefree P-module と呼ぶ新しい代数的
概念を定義し，この新しい概念を用いるこ



とで上手く cd 指数を調べることができるこ
とを発見した．また，この研究の過程で，
cd 指数の理論が凸多面体だけでなく，一般
の正則な CW-複体に拡張できることを発見し
た．さらに，導入した新しい研究手法を応
用することで，単体的複体の重心細分のレフ
シェッツ性に関する Kubitzke と Nevo の予想
を偶数次元の場合に解決し，加えて，今まで
知られていなかった cd 指数に関する新しい
上限を得る事に成功した． 
 今回得られた研究手法は今後の cd 指数や
面の個数の数え上げの研究に大きく役立つ
ことが期待される．実際，応募者はこの手法
を用いて，Kubitzke-Nevo 予想の解決や cd 指
数に関する新しい上限の発見といった組合
せ論的に重要な結果を導く事に成功してい
る．更に，今回の研究で cd 指数の概念が正
則な CW 複体に拡張できたことにより，今ま
で凸多面体の場合の研究が中心であった cd
指数の理論をより広い対処に適応できるよ
うになった． 
 
（２）スタンレー・ライスナー環の標準加群
への埋め込みに関するの研究成果： 
 明治大学の松岡直之講師との共同研究に
おいて，スタンレー・ライスナー環が自分自
身の標準加群に次数を保ったまま埋め込め
る為の組合せ論的な必要十分条件を与え，そ
れを可換環論において研究されている
almost Gorenstein 性と呼ばれる性質の研究
に応用した． 
 標準加群への埋め込み可能性の必要十分
条件は，cd 指数の研究の副産物として得られ
た結果であるが，これを用いることて近年日
本の可換環論の分野で良く研究されている
almost Gorenstein 性と呼ばれる性質に対し
て，低次元の場合にスタンレー・ライスナー
環が何時 almost Gorenstein になるかの組合
せ論的な必要十分条件を得る事に成功した．
Almost Gorenstein 性は，まだ余り研究が進
ん で い な い 代 数 的 な 性 質 で ， almost 
Gorenstein 性を満たす様々な環の例を得る
事が期待されていたが，本研究結果は次元の
小さいスタンレー・ライスナー環の場合に
almost Gorenstein となる為の必要十分条件
を与える事により，この問題に貢献した． 
 
（３）多様体の三角形分割の Tight 性に関す
る研究成果： 
研究の方法の欄で既に述べた，Bagchi と

Datta により考案された多面体的モース理論
を用いて面の個数を調べる手法に，可換環
論においてよく研究されていた次数付きベ
ッチ数の上限に関する理論を適応すること
で，三角形分割の Tight 性に関する Kuhnel
と Lutz の予想を部分的に解決することに成
功した． 
 三角形分割の Tight 性は Kuhnel によって
導入された概念で，多様体の最小三角形分
割と関連する重要な性質である．1999 年に

Kuhnel と Lutz は i 次元球面と j 次元球面の
直積の三角形分割がtightであることと，三
角形分割が丁度 i+2j+4 個の頂点を持つこと
が同値であることを予想した（但し i<j とす
る）．今回，多面体的モース理論と次数付き
ベッチ数の理論を上手く組み合わせる事で
Kuhnel と Lutz の予想を上手く解く事ができ
ることを発見し，上記の予想の十分性をjが
iの 2倍より大きい場合に解決した． 
 三角形分割のtight性は，幾何学的な発想
から考案された概念であり，その研究に可
換環論の道具である次数付きベッチ数が利
用できることは全く予想されていなかった
ことである．この手法は今後更に発展し，利
用される事が期待される． 
 
（４）Balanced Generalized Lower Bound 
Conjecture の解決: 
2014年に，Kleeと Novikは d彩色可能なd

次元単体的凸多面体の面の個数が balanced 
generalized lower bound 不等式と呼ばれる
綺麗な不等式を満たす，という興味深い予
想を提唱した．今回，オスナブリュク大学
の Martina Juhnke-Kubitzke との共同研究に
より，この問題にスタンレー・ライスナー環
を用いた代数的なアプローチが有効である
事を発見し，予想を肯定的に解決することに
成功した． 
 凸多面体の彩色可能性から，その面の個
数に関する条件を得る結果は，数年前から
研究が進められてきた新しい研究テーマで
ある．本研究成果は，このテーマにおける重
要な予想の一つを解決したもので，今後，
様々な研究者により類似の定理の研究が大
きく進められるれることが期待される．本
研究結果は学術論文として取りまとめ，現在
国際学術雑誌に投稿中である． 
 
（５）境界を持つ多様体の三角形分割の面の
個数に関する研究成果： 
ワシントン大学の Isabella Novik との共

同研究により，相対単体的複体のスタンレ
ー・ライスナー加群と呼ばれる代数的対象が，
境界を持つ多様体の三角形分割の面の個数
を調べる際に有効であることを発見し，境
界を持つ多様体野三角形分割の辺の個数の
下限に関する Kalai, Novik, Swartz らによ
って証明されていた既存の結果を改良する
ことに成功した． 
 この結果は，既知の結果の改良を与えて
いるだけでなく，境界を持つ多様体の三角形
分割の面の個数を調べる新しい手法も提供
するものである．実際，Kalai や Novik, 
Swartz らによって証明された過去の結果に
おいて使われた研究手法は，高次元の面の個
数の研究に適応する事ができなかったが，今
回の研究手法は高次元の面の個数を調べる
再にも自然に適応できることが分かってい
る．今回の研究で得られた手法は，今まで余
り研究が進んでいなかった境界を持つ多様



体の三角形分割の面の個数の今後の研究に
貢献することが期待される．  
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