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研究成果の概要（和文）：超平面配置の位相的・組合せ論的構造の研究を行った。位相的構造に関しては、ミルナーフ
ァイバーのコホモロジーのモノドロミー作用を実構造を使って記述する公式に基づき、あるクラスの直線配置に関して
はモノドロミーが自明となる事を示した。また、ミルナーファイバーのモノドロミーと密接に関係していると予想され
ている、青本複体のコホモロジーの記述を行った。
格子点の数え上げ理論を援用することにより、ルート系のLinial配置の特性準多項式を、基本アルコブのEhrhart準多
項式及びオイラー多項式を用いて記述し、未解決問題に応用した。

研究成果の概要（英文）：We studied topological and combinatorial aspects of hyperplane arrangements. As 
topological aspects, we focused on Milnor fibers of hyperplane arrangements. Based on the formula 
describing the cohomology of Milnor fiber using real structure, we obtained certain vanishing of 
non-trivial monodromy.
We also studied the characteristic quasi-polynomials of Linial arrangements associated to a root system 
in terms of Ehrhart theory.

研究分野： 幾何学、組合せ論

キーワード： 超平面配置　ミルナーファイバー　オイラー多項式

  ３版
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１．研究開始当初の背景 
 
 ベクトル空間や射影空間の余次元 1の部分
空間の集まりである超平面配置は組みひも
群やルート系との関係で古くから研究され
てきた。トポロジーや組合せ論に関連した多
くの問題が、超平面配置の枠組みで定式化で
きることが知られている。 
 超平面配置に対して、自然に空間のストラ
ティフィケーションが定まる。このストラテ
ィフィケーションの離散的なデータを抽出
したものは交叉半順序集合と呼ばれている。
交叉半順序集合は様々な情報を持っている
ことが知られている。例えば、Orlik-Solomon
によって示された事実として、複素超平面配
置の補集合のベッチ数（さらに強く、コホモ
ロジー環）は交叉半順序集合から決定できる
ことが知られている。Orlik-Solomon の研究
の後、交叉半順序集合と様々な幾何学的不変
量と交叉半順序集合の関係が調べられてい
る。一方で、1996 年に Rybnikov によって提
出された例によって、複素超平面配置の補集
合のホモトピー型は、交叉半順序集合からは
決定できないことが明らかになっている。コ
ホモロジー環とホモトピー型の間で、どこま
で交叉半順序集合により決定できるかとい
う問題が、中心課題である。 
 また、代数的な側面としては、超平面配置
から定まる対数的ベクトル場の加群が様々
な視点から研究されている。寺尾宏明の研究
により開拓された自由超平面配置の理論は
特に成功をおさめ、組合せ論と代数（代数幾
何 ） をつな ぐ 役割を 果 たして い る 。
Edelman-Reiner によって予想された、ルー
ト系の Catalan 配置、Shi 配置の自由性は、
代数幾何的な翻訳をすることで解決された。
特に、Shi 配置の自由性は、その特性多項式
の明示的公式や Chamber 数の決定など、組
合せ論的にも非自明な結論をもたらした。ま
た、Shi 配置の近縁の Linial 配置は、自由配
置ではないが、特性多項式の零点分布に関し
て興味深い現象が Postnikov-Stanley により
予想されている。 
 
２．研究の目的 
 
背景で述べたように、超平面配置の位相的構
造のどこまでが交叉半順序集合で決定でき
るか、という問題が中心課題であるのだが、
決定可能／不可能の境界に位置すると目さ
れている、超平面配置のミルナーファイバー
のコホモロジーに焦点をあてる。ミルナーフ
ァイバーのコホモロジーとそのモノドロミ
ー作用は、多くの分野との関わりを持つ重要
なテーマである（基本群の Fox calculus, 
Alexander 多項式、捩れコホモロジー、平面
曲線の数え上げ、ホッジ構造等）。現時点で
はまだ予想ではあるが、超平面配置のミルナ
ーファイバーの一次のコホモロジーのモノ
ドロミー作用の記述に関しては、有限体係数

の青本複体のコホモロジーを介して、「多重
ネット」と呼ばれる交叉半順序集合の上の純
粋に組合せ論的な構造により帰住されるで
あろう、というプログラムが Papadima と
Suciu により提唱されている。本研究ではこ
のプログラムに沿って、超平面配置が実構造
を持つ場合に、実構造を援用することで深く
研究することを目的としている。 
 実構造は複素多様体の位相に大きな影響
を持つことが知られているが、超平面配置を
超えて、二次曲線配置に関しても、実構造を
使った位相の研究をしたいと考えている。徳
永浩雄等によって、最近、二次曲線配置の
Zariski 対が多数構成されており、実構造を
使った Zariski 対の研究を探る。 
 自由配置に関連して、背景でも述べたよう
に、ルート系の Shi 配置の特性多項式等組合
せ論的不変量の計算は、現時点では代数幾何
的な方法を経由してなされている。本来、ル
ート系の組合せ論的問題であるので、Shi 配
置の特性多項式を計算できる程度にはその
組合せ論的構造の分析をすすめることがの
ぞまれる。 
 
３．研究の方法 
 
 2000 年頃、Dimca-Papadima, Randell 等に
よって、複素超平面配置の補集合が「極小セ
ル分割」と呼ばれる効率の良い CW 複体のホ
モトピー型を持つことが示されている。研究
代表者はこれまで、超平面配置が実構造を持
つ場合に、実構造を援用することにより、極
小セル分割の構造を精密に記述する研究を
すすめてきた。これまでに得られている極小
セル分割の記述を使うことで、ミルナーファ
イバーの一次のコホモロジーのモノドロミ
ー分解を計算するアルゴリズム（共鳴バンド
法）を本研究の開始時点で得ている。このア
ルゴリズムを用いることで、多くの実例を計
算し、実構造とミルナーファイバーのモノド
ロミーの関係を直接調べる。 
 ルート系のShi配置の特性多項式について
は、関連する Catalan 配置の特性多項式が
Athanasiadis によって、組合せ論的に求めら
れている。方法は余ウェイト格子の格子点の
数え上げを用いている。この方向で、Shi 配
置の特性多項式の計算を実行する。 
 
４．研究成果 
 
ミルナーファイバーのモノドロミーに関し
ては、極小性の応用、または極小セル複体の
記述に触発された議論により、いくつかの成
果を得た。P. Bailet との共同研究では、直
線配置に、重複度が高い点が一点しかない直
線が存在する場合に、ミルナーファイバーの
一次のコホモロジーへのモノドロミー作用
が自明になることを証明した。これは以前か
ら知られている Libgober の結果の一般化で
ある。この結果の証明において、直線配置の



退化を、Orlik-Solomon 代数の代数的構造の
レベルで捉える事が鍵となっている（退化写
像）。技術的には、Orlik-Solomon 代数の退化
写像を有効に使いこなせたことが大きく、退
化写像自体が今後重要な役割を話すのでは
ないかと考えている。M. Torielli との共同
研究では、実構造を使って、有限体係数の青
本複体の研究を行い、そのコホモロジーの実
構造による記述を得た。応用として、「実 4
ネット」と呼ばれる直線配置の非存在を主張
するCordovil-Forgeの結果の別証明を得た。 
 Shi配置の特性多項式をAthanasiadis流の
格子点の数え上げ理論により求める研究に
関しては、当初の目標を超え、Linial 配置の
特性多項式に関する多くの結果を得た。
Linial 配置に関しては、（紙屋-竹村-寺尾)
によって導入された、特性準多項式が重要な
役割を果たすことが分かった。これは、多面
体の格子点数え上げにおいて、多面体の超点
の座標が有理数の場合には数え上げ関数が
準多項式(Ehrhart 準多項式)となることに呼
応している。本研究の成果として、Linial 配
置の特性準多項式が、ルート系の基本アルコ
ブの Ehrhart 準多項式と、(Lam-Postnikov に
より導入された)ルート系のオイラー多項式
を使って記述されることが分かった。応用と
して、Postnikov-Stanley によって予想され
ていた、Linial 配置の特性多項式が満たす
「関数等式」が証明された。また彼等の零点
分布に関する予想に関しても、肯定的な部分
結果が得られた。 
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