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研究成果の概要（和文）：四元数多様体及び四元数ケーラー多様体の複素部分多様体について、以下のような成
果を得た。四元数射影空間の横断的複素部分多様体に関する基礎理論を構築した。四元数微分幾何学的不変量と
して、第2基本形式の (2,0)+(0,2)-part 及び ガウス写像と呼ばれる四元数ベクトル空間の複素構造テンソルに
値をもつ関数Sを見出した。四元数ケーラー対称空間である複素グラスマン多様体に対し全複素部分多様体の構
成、分類理論を発展させた。複素射影空間の射影余接束がツイスター空間であることを示し、この事実を応用し
複素射影空間の複素部分多様体から、複素グラスマン多様体の全複素部分多様体を構成する方法を明らかにし
た。

研究成果の概要（英文）：We studied complex submanifolds of quaternionic manifolds and quaternionic 
Kaehler manifolds. We developed the theory of transversally complex submanifolds in a quaternion 
projective space. We found the (2,0)+(0,2)-part of the second fundamental form and the function S 
whose values are complex structures of a quaternionic vector space as the invariants of the 
quaternionic differential geometry. We studied the theory of the construction and the classification
 of totally complex submanifolds in a complex Grassmann  manifold of  2-planes. We showed that the 
projective cotangent bundle of a complex projective space is a twistor space of the complex 
Grassmann manifold. Applying this fact, we construct maximal totally complex submanifolds of the 
complex Grassmann manifold from complex submanifolds of a complex projective space.

研究分野： 微分幾何学
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１． 研究開始当初の背景 
 

四元数多様体及び四元数（擬）ケーラー多
様体は、それぞれ複素多様体、ケーラー多様
体の四元数に対応するアナロジーとして考
えられた対象である。これらを対象とする微
分幾何学は、四元数微分幾何、四元数ケーラ
ー幾何学と呼ばれ、豊かな内容をもつ研究成
果がもたらされ、興味深い研究領域になって
きている。特に、四元数ケーラー多様体の部
分多様体論、調和写像論は大きく発展してい
る。 
本研究は四元数多様体及び四元数（擬）ケ

ーラー多様体の複素部分多様体あるいは
（擬）ケーラー部分多様体を対象とし、次の
ような課題を明らかにすることを目的とす
る。 
課題 1 . 4 次元球面 S4 内の曲面に関する共
形幾何学についての Burstall らの理論を高
次元化し、四元数射影空間 HPｎの半分次元
“複素部分多様体”に関する四元数微分幾何
学の理論を構築する。  
課題 2. 等質四元数多様体あるいは等質四元
数（擬）ケーラー多様体の構成理論に対応す
る形で、等質複素部分多様体の構成方法を見
出す。 
 
課題 1. について .F.E.Burstall, D.Ferus, 
K.Leschke, F.Pedit, and U.Pinkal ([2])は、4
次元球面 S4 の曲面に関する共形幾何学につ
いて、S4 を HP1 と見ることにより、四元数
幾何学の立場で定式化し、その研究に大きな
進展をもたらした。彼らの理論の高次元化の
試みを次のような図式で考えたい: 
 
高次元化の試み 
「HP1 の GL(2,H)-幾何＝S4 の共形幾何」 
の高次元化として 
「HPｎ の GL(n+1,H)-幾何＝HPｎの四元数
微分幾何」を設定し、 
「S4 の曲面（リーマン面）」の高次元化とし
て 
「HPｎ の半分次元“複素部分多様体”」を考
える。 
 
課題１については、この高次元化の試みとし
て、四元数射影空間 HPｎの半分次元“複素部
分多様体”に関する理論を構築することが目
標となる。 

 

課題 2 について 
研究代表者は HPn の第２基本形式が平行と
なる全複素部分多様体（対称部分多様体）を
構成分類している([4])。ここで発見された部
分多様体はいずれも等質複素部分多様体で
あり、様々な研究者に興味を持たれ、研究が
進展した。他の四元数ケーラー対称空間や等
質四元数多様体についても同様に等質複素

部分多様体の構成方法を明らかにすること
が目標となる。 
 
 
２． 研究の目的 
 
上記第１項で述べた 2 つの課題について、
その目的を具体的に述べる。最初に本研究の
鍵となる概念である四元数多様体，横断的複
素部分多様体、全複素部分多様体の定義を述
べておく。N4n を4n (n≧2) 次元多様体とし、
Q を End TN の 3 次元部分束で次の条件を
満たすものとする: 
(a) N の各点 の近傍で定義された Q の局所
枠場 { I,J,K } が存在して、 I2 = J2 = K2 =−id, 
IJ = −JI= K, JK= −KJ= I, KI = −IK= J を
満たす。 
(b) 捩率零のアファイン接続で, End TN の
中で Q を平行にするものが存在する。 
このとき、 Q を N 上の四元数構造といい、
Q を備えた多様体 N を四元数多様体とい
う。また条件 (b) をみたすアファイン接続 
を Q -接続という。条件 (a) をみたす局所枠
場{ I,J,K }を局所許容場という。 
 
四元数構造 Q に適合する（擬）リーマン計
量 gをもちかつこのリーマン接続がEnd TN 
の中で Q を平行にするとき、(g,Q) を 四元
数（擬）ケーラー構造といい，(g,Q) を備え
た多様体 N を四元数（擬）ケーラー多様体と
いう([1]) 。四元数射影空間 HPnは、四元数
ケーラー多様体の典型例である。 
 
四元数多様体 (N,Q) の部分多様体 M2m が
横断的複素部分多様体 であるとは、 
Q∣M の大域的な切断 I が存在して (1) I2 = 
−id, (2)  I (TM)= TM, (3) ＜I,J＞ = 0  をみ
たす任意の J∈Q∣M  について J(TM) ∩ 
TM ={0} を満たすときをいう。m≧2 のとき、
I から誘導された M の概複素構造は積分可
能となり、M は複素多様体になる。四元数
（擬）ケーラー多様体 (N,Q,g) の横断的複素
部分多様体  M2m が、上記  (3) において 
J(TM) ⊥TM を満たすとき、特に全複素部
分多様体 という。 
 

Z= { J ∈ Q ∣ J 2 = −id } は N 上の S2 -
束で、四元数多様体 (N,Q) のツイスター空
間と呼ばれている。Z は自然に複素多様体の
構造をもつ。リッチ曲率が消えない四元数ケ
ーラー多様体上の ツイスター空間は正則接
触構造をもつ。HPn のツイスター空間は複素
射影空間 CP2n+1 となる。N の横断的複素部
分多様体(resp.全複素部分多様体) M の自然
なリフト I (M) = L は、Z の複素部分多様体
(resp. 複素ルジャンドル部分多様体)となり、
またその逆も成立するという興味深い関係
がある。 
 



上記第 1項で述べた課題 1に関しては、四
元数射影空間 HPｎの半分次元横断的複素部
分多様体に関する理論を構築することが目
標となる。四元数構造のみに依存し、Q -接
続や四元数（擬）ケーラー計量などに依存し
ない四元数微分幾何学の立場からの理論構
築を行う。具体的には次のような問題に取り
組む：  
1-(1) HPn の横断的複素部分多様体について
扱う準備として、一般の四元数多様体の横断
的複素部分多様体に関する基礎理論を構築
する。 
1-(2) 四元数微分幾何学の立場から横断的複
素部分多様体の良い不変量を見出し、特別な
クラスの横断的複素部分多様体に対してそ
の不変量を用いた特徴付けを行う。 
1-(3) S4 の曲面に対する Willmore 汎関数に
相当する汎関数を導入し、その変分問題の解
となる部分多様体を研究する。 
1-(4) Bäcklund 変換に相当する変換の理論、
変形の理論を構築する。 
1-(5) 横断的複素部分多様体のツイスター空
間へのリフトと横断的複素部分多様体の関
係に注目する理論を構築し、上記のような問
題に応用することを試みる。 
 
課題 2 に関しては、 HPn の類似として、

四元数ケーラー対称空間であるグラスマン
多様体 G2(Cm), G4(Rm) についてそのツイス
ター空間を利用して横断的複素部分多様体、
全複素部分多様体、特に等質であるものを構
成する方法を探る。Alekseevsky and Cortes 
は、Clifford 代数やスピン表現を用いて、等
質四元数多様体及び等質四元数（擬）ケーラ
ー多様体を組織的にかつ大量に構成する方
法を示した ([3])。Joyce による方法も興味深
い。彼らの構成理論 に対応する形で、等質
全複素部分多様体の構成方法を見出す。 

  
以上のように、本研究は複素微分幾何と四

元数微分幾何が相互作用する四元数複素微
分幾何学とでも呼ぶべき興味深い研究領域
をなす。 
 
 
３．研究の方法 
鍵となる方法は、「四元数ベクトル束の議

論」「ツイスター空間の理論」の 2 つである。
多様体 M から四元数射影空間 HPn への
写像を扱うことと自明束 M×Hn+1 のH直線
束を考えることは同値である。Burstall らも
四元数ベクトル束を用いた四元数複素微分
幾何の理論を展開している。彼らの理論の高
次元化を考えるという方針で、四元数ベクト
ル束に関する議論を発展させる。 
研究目的の項に述べた横断的複素部分多

様体や全複素部分多様体のツイスター空間
へのリフトとこれらの複素部分多様体の関
係は，横断的複素部分多様体や全複素部分多
様体の構成・分類，モジュライ空間の構成な

どの問題に良い方法を与える。「ツイスター
空間の理論」を発展させ、研究目的に述べた
課題に挑む。 
 
４．研究成果 
 
課題１については、四元数射影空間の横断的
複素部分多様体に関する基礎理論を構築し
た。その成果は論文①にまとめ発表した。課
題 2 については、四元数ケーラー対称空間で
ある複素グラスマン多様体に対し全複素部
分多様体の構成、分類理論を発展させた。そ
の成果は論文②にまとめ発表した。ここでは、
論文①、②で示された成果の概要を述べる。 
 最初に、一般の四元数多様体の横断的複素
部分多様体に関わる基本的な結果を述べる。
4n (n≧2)次元四元数多様体(N4n,Q) の 2n 次
元横断的複素部分多様体 M2n を考える。M
は、Q∣M の切断 I に関して、概複素部分多
様体になっているとする。I を M に制限して
得られる M の概複素構造を同じ記号 I で表
す。このとき、I は積分可能で、(M,I) は複
素多様体になる。Q∣M の局所切断 J,K を
{ I,J,K } が局所許容場となるように選ぶ。
TM⊥=JTM とおく。TM⊥ は J の選び方に
よらず定まり、TN∣M の I 不変部分束とな
る。このようにして次の分解が得られる： 
(♣)   TN∣M = TM + TM⊥  
(N4n,Q) の Q 接続を１つ選ぶ。上の分解 (♣) 
によって、アファイン微分幾何学での部分多
様体論が展開できる。特に第 2 基本形式σが
定義される。M の複素構造 I によってσを
(2,0)+(0,2) 成分σ+ ,(1,1) 成分σ‒ に分解
する。このとき次が成立する。 
 
命題 1 . 第 2基本形式の(2,0)+(0,2) 成分σ+

は Q 接続の選び方によらない。 
 
この命題により、四元数構造のみによる横断
的複素部分多様体の不変量が見出された。 
 
次に、四元数射影空間 HPn の半分次元横断
的複素部分多様体 M に関し、得られた結果
を述べる。鍵となる方法は、「四元数ベクト
ル束の議論」である。多様体 M から四元数
射影空間 HPn への写像 f 、及びその微分 
df を四元数ベクトル束の言葉で捉える。写像 
f に対して、自明束 ℋ=M×Hn+1 の H 直線束 
L が定まる。また、写像 f の微分 df は、線
形準同型 df : TM → Hom(L, ℋ/ L ) とみる
ことができる。ここで、ℋ/ L は商ベクトル束
を表す。以降、M を四元数射影空間 HPn の
半分次元横断的複素部分多様体とし、f : M 
→HPn を対応するはめ込み写像とする。M
上の（ベクトル値）1 次微分形式ωに対し、 
∗ω を ∗ω(X) =ω(IX)で定める。ここで、

I は M の複素構造である。写像 S: M → 
 End (Hn+1) を Hn+1の複素構造テンソルに
値をもつ関数とする。このとき、 



End (Hn+1) に値を持つM上の1次微分形式  
A+, A‒ を次のようにして定義する： 

A+ =  {SdS + ∗ dS},  
A‒ =  {SdS ‒ ∗ dS}  

 
以上のような準備のもと、次のような結果
が成立することを示した。 
 
定理2.  Mを四元数射影空間 HPn の半分次
元横断的複素部分多様体とし、f : M →HPn 
を対応するはめ込み写像とする。L を f に対
応する自明束 ℋ=M×Hn+1 の H 直線束とす
る。このとき、次の 3 条件を満たす複素構造
テンソルに値をもつ関数  
S: M → End (Hn+1) がただ一つ存在する。 
(1) S L =L,  dS(L) ⊂L 
(2) ∗ df = df S ∣L = πLSdf 
(3) A‒∣L =0 
ここで、πL は射影 πL: ℋ → ℋ/ L を表す。 
 
上の結果は、Burstall らによる結果([2] 定
理 2) の高次元版になっている。関数 S は四
元数射影空間 HPn の半分次元横断的複素部
分多様体のガウス写像と呼ばれるべきもの
であり、横断的複素部分多様体を研究する際
重要な役割を果たすものと期待される。 
 
複素射影空間 CPn は自然に HPn の部分
多様体となり、半分次元横断的複素部分多様
体の典型例となる。この場合上記定理 2 か
ら定まるガウス写像は定数値関数になる。逆
に、Hn+1 の複素構造 S に対して、 
S’ = { l ∈ HPn ∣ S l =l } とおくと、S’ 
は半分次元横断的複素部分多様体となり、複
素射影空間 CPn に正則微分同型になる。こ
れらの事実に対応して複素射影空間の特徴
付けに関する次のような興味深い結果を得
た。 
 
定理 3. M を HPn に横断的複素部分多様体
として埋め込まれた複素 n 次元複素多様体
とする。 M 上 σ+ =0 ならば、Hn+1  の複素
構造 S が存在し、M はこの S から定まる 
CPn の開部分多様体になる。  
 
論文 ② にまとめられた複素グラスマン

多様体 G2(Cm+2) の全複素部分多様体の構成、
分類理論について述べる。G2(Cm+2)＝
SU(m+2)/S(U(2)×U(m)) は Cm+2 の複素 2
次元部分空間全体のなす複素グラスマン多
様体を表す。G2(Cm+2) には、ケーラー構造と
四元数ケーラー構造という 2つの興味深い構
造が入りその相互の関係も興味深い。
G2(Cm+2) の四元数ケーラー構造から定まる
ツイスター空間について述べるため、複素多
様体の射影余接束について思い起こす。 N 
を複素多様体とし、Ｔ＊Ｎ をその余接束、
P(Ｔ＊Ｎ) を射影余接束とする。P(Ｔ＊Ｎ) に
は、標準的に正則接触構造が定義されること
が知られている。M を N の複素部分多様体

とし、P(N＊M) をその射影法余接束とする。
P(N＊M) は、自然に P(Ｔ＊Ｎ) の複素部分多
様体になるが、特に P(Ｔ＊Ｎ)の正則接触構造
に関してルジャンドル部分多様体になるこ
とが知られている。論文 ② では次のこと
を明らかにした。 
 
定理４. 複素射影空間 CPm+1 の射影余接束
P(Ｔ＊CPm+1) から複素グラスマン多様体
G2(Cm+2) 上の四元数ケーラー構造から定ま
るツイスター空間への自然な正則同型写像
がある。さらに、この写像によって 
P(Ｔ＊CPm+1) の正則接触構造は、G2(Cm+2) 
のツイスター空間上の正則接触構造に移さ
れる。 
 
この定理を応用することによって、G2(Cm+2) 
の全複素部分多様体の構成、分類に関する結
果が得られる。 
 
定理５. CPm+1 の複素部分多様体 M から
G2(Cm+2) の全複素部分多様体 P(N＊M) が
構成される。特に、CPm+1 の複素超曲面 M
は G2(Cm+2) の全複素部分多様体としてはめ
込まれる。 
 
等質である全複素部分多様体の分類に関す
る次のような定理も成立する。 
 
定理６. 等質である G2(Cm+2) の全複素部分
多様体は、次の CPm+1の等質複素部分多様体
から定理 5 によって得られるものに限る： 
(1) 線形部分空間 CPk → CPm+1  
(2) Segre 埋込 CP1×CPn → CP2n+1 
(3) 2 次超曲面 Qm → CPm+1 
(4) Plücker 埋込 G2(C5) → CP9 
(5) スピン表現による埋込 SO(10)/U(5) → 

CP15 
 

その他、ケーラー構造に関係する性質を利用
した分類問題など興味深い結果も得られて
いる。 
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