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研究成果の概要（和文）：ミラー対称性の大域的性質を通じてグロモフ・ウィッテン理論を調べた．具体的には(1) Co
ates,Corti,Tsnegとはトーリック軌道体の完全交差に対するミラー定理を証明し,（2）Coates,Jiangとは，これらの空
間に対するクレパント解消予想を証明し，連接層の導来圏の同値との関係を示し，（3）Coatesとは高種数理論に対す
るFock層の理論を構築し，ポテンシャルのある種の保型性を明らかにし，(4) Galkin, GolyshevとはFano多様体に対す
るガンマ予想を定式化した．ほかにも量子K理論や量子Serre双対性，端転移と量子コホモロジーの関係，についての成
果が得られた．

研究成果の概要（英文）：We studied Gromov-Witten theory through global mirror symmetry. More concretely, 
(1) we proved a mirror theorem for complete intersections in toric orbifolds with Coates, Corti and 
Tseng; (2) we proved the crepant transformation conjecture for these spaces and showed that it is related 
to equivalences between derived categories of coherent sheaves with Coates and Jiang; (3) we constructed 
a theory of Fock sheaves for higher genus theory and showed a certain modularity of the potential with 
Coates; (4) we formulated Gamma conjecture for Fano manifolds with Galkin and Golyshev. We also obtained 
results on quantum K-theory, quantum Serre duality and a relationship between extremal transitions and 
quantum cohomology.

研究分野： 幾何学
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１． 研究開始当初の背景 
 

ミラー対称性とは複素幾何学とシンプレク
ティック幾何学の間の双対性であり，超弦理
論に起源を持つものであるが，現在では数学
においても活発に研究されている． 
研究代表者はHodge理論的なミラー対称性を
研究してきた．これはシンプレクティック多
様体の量子コホモロジーの定めるHodge構造
の変動と，複素多様体の複素構造の変形に付
随したHodge構造の変動とを比較するもので
ある．一般にシンプレクティック幾何の定め
るHodge構造はある形式的冪級数環(Novikov
環)上の対象として定義され，大域的あるい
は解析的なものとしては与えられない．一方
複素幾何から現れるHodge構造の変動は大域
的に定まる．したがって，ミラー対称性の描
像からは，シンプレクティック多様体の定め
るHodge構造の変動が大域的な対象に解析接
続されることが予想される．さらに，異なる
シンプレクティック多様体に付随する Hodge
構造の変動が互いに解析接続でつながる現
象（クレパント変換予想）や，様々なシンプ
レクティック多様体のグロモフ・ウィッテン
不変量の母関数が保型形式で記述されるこ
と，などの興味深い現象が観察されていた． 
 
２．研究の目的 
 
(1) グロモフ・ウィッテン理論の解析接続と
双有理幾何との関係を明らかにすること．特
に標準類を保つ双有理変換(Ｋ同値あるいは
クレパント変換)によって移りあう 2 つの多
様体のグロモフ・ウィッテン理論の間の関係
(関手性)を調べ，クレパント変換予想を示す．
さらにグロモフ・ウィッテン理論と連接層の
導来圏との関係を明らかにする．また，標準
類を保たない双有理変換(滑らかな中心での
爆発など)や，extremal transition (端転移)
の下でのグロモフ・ウィッテン理論の関係を
調べる． 
 
(2) 高種数グロモフ・ウィッテン不変量の生
成母関数をある Fock 層の切断と見なしてそ
の大域的性質を調べる．これは高種数におけ
るクレパント変換予想の研究とかかわる．
Fock 層の切断が満たすべき正則異常方程式
(holomorphic anomaly equation)や可積分階
層の構造を系統的に調べる．さらに高種数グ
ロモフ・ウィッテン不変量の母関数のある種
の保型性についても調べる． 
 
３．研究の方法 
 
(1) グロモフ・ウィッテン理論の解析接続に
ついて，ミラー対称性を使った研究を進める．
特に，研究代表者の提案したガンマ整構造を
使って，グロモフ・ウィッテン理論の間の関
手性を多様体のＫ群や導来圏と結びつけて
考察する．ここでガンマ整構造とはベクトル

束のＫ群から量子コホモロジーの平坦切断
の空間への写像であって，ガンマ類と呼ばれ
る特性類を使って記述される．ガンマ整構造
を通じて，グロモフ・ウィッテン理論の間の
関係が，導来圏の間のフーリエ・向井変換か
ら誘導されることを検証する． 
 
(2) 量子コホモロジー微分方程式の不確定
特異点に付随するストークス構造を，上記の
ガンマ整構造と結びつけて研究する．ミラー
対称性からは，ガンマ整構造とストークス構
造が整合的であることが期待され，量子微分
方程式の形式構造およびストークス構造は
導来圏やＫ群の構造を反映すると予想され
る．さらにガンマ整構造がミラー対称性と整
合的であることを様々な例を通じて検証し
ていく． 
 
(3) Coates との研究では，Givental の量子
化の形式を大域化することにより，Fock 層の
概念を得た．この Fock 層の構造の研究を進
め，高種数グロモフ・ウィッテン理論の大域
的構造（保型性，正則異常方程式）を調べる． 
 
４．研究成果 
 
(1) Coates, Corti, Tseng らとの研究にお
いては，トーリック軌道体及びその中の完全
交差に対する一般のミラー定理を得た．トー
リック軌道体を記述する扇が入っている格
子Ｎ内の任意の有限集合Ｓに対して，「拡張
されたＩ関数」を定義し，局所化公式と
Givental-Brown の手法を用いることで，拡張
されたＩ関数が「Givental 錐」上にあること
を証明した．このミラー定理はトーリック軌
道体の大量子コホモロジーを決定するだけ
の情報を持っている．本結果は Compositio. 
Math. に掲載された． 
 
(2) Milanov, Tonita との研究において，量
子Ｋ理論に現れる q差分構造を研究した．グ
ラフ空間(graph space)を用いて q 差分作用
素の新しい幾何学的定義を与え，さらに q 差
分構造を用いた量子K理論の再構成定理を証
明した．この道具立てを用いて，量子 K理論
の収束性をある条件の下で証明し，旗多様体
F(1,2,3)の小量子K群のある種の有限性を証
明した．本結果はInt. Math. Res. Notices に
掲載された． 
 
(3) Galkin, Golyshev との研究においては
Fano 多様体の量子微分方程式とガンマ類と
の関係を調べ，ガンマ予想として定式化した．
これは指数定理の平方根と見なすべきもの
であって，量子微分方程式の不確定特異点の
周りで最も早く指数減衰する平坦切断がガ
ンマ類に対応する，という予想である．この
予想を認めると，量子微分方程式から多様体
の特性類であるガンマ類が復元できること
になる．さらに量子コホモロジーが半単純で



あり，連接層の導来圏が full exceptional 
collection を持つとき，Dubrovin 予想を精
密化して，中心接続行列がガンマ類を使って
記述できると予想した．またこれらの予想を
トーリック多様体やその中の完全交差，また
グラスマン多様体に対して検証した．本結果
の一部は Duke. Math. J. に掲載受理された． 
 
(4) Coates, Jiang との研究において，種数
0 でのクレパント変換予想をトーリック軌道
体内の完全交差に対して証明した．さらに，
クレパント変換の下での量子コホモロジー
の間の関係が，ガンマ構造を通じて，あるフ
ーリエ・向井変換から誘導されることを証明
した．トーリック軌道体自体に対しては，さ
らに同変量子コホモロジーの間の関係も証
明している．これらの証明には，(1)で述べ
たミラー定理と拡張されたI関数の解析接続
を用いる．本結果はプレプリントとして公開
している． 
 
(5) Mann, Mignon との研究において，量子
Serre 定理を量子 D 加群の間の双対性として
再定式化を行った．またそのことから，ある
convex ベクトル束 Eに対して，双対ベクトル
束 E*の全空間の量子 D 加群，E の正則な切断
の零点集合の量子 D 加群，E とオイラー類で
ねじられた量子 D加群，の三者の間の関係を
記述した．さらに，ある Fano 多様体 X のカ
ラビ・ヤウ超曲面 Y に対する量子 D 加群が X
の第二構造接続として記述できることも示
した．本結果は Int. Math. Res. Notices に
掲載された． 
 
(6) Coates との研究において，Fock 層の研
究をさらに進め，グロモフ・ウィッテン不変
量の母関数などの Fock 層の切断が満たすべ
き特異性を注意深く記述することにより，
Fock層の正確な定式化を行った．さらにFock
層における（幾何学的量子化の意味での）偏
極が局所的に一定ではない状況を考え，一般
の異常方程式(anomaly equation)を定式化し
た．その特別な例として，下部構造である
Hodge 構造に実構造を仮定することにより，
正則異常方程式を導いた．またコンパクトト
ーリック軌道体に対するミラー対称性と
Givental-Teleman の公式を応用して，コンパ
クトトーリック軌道体の高種数グロモフ・ウ
ィッテンポテンシャルがある種の保型性を
持つことを証明した．本結果はプレプリント
として公表している． 
 
(7) Xiao との研究において，量子コホモロ
ジ ー が 多 様 体 の 端 転 移 (extremal 
transition)の下でどのように変化するかを
調べた．端転移とは滑らかな多様体のある部
分多様体をつぶすことによって特異点をも
つ空間を作り，さらにそれを滑らかな多様体
に変形する(平滑化する)操作のことであり，
コーニフォールド転移などが有名である．本

研究では，平滑化後の多様体の量子コホモロ
ジーがつぶす前の多様体の量子コホモロジ
ーの部分商として現れることを予想し，コー
ニフォールド転移やグラスマン多様体のト
ーリック退化のいくつかの例において検証
した．本結果はプレプリントとして公表して
いる． 
 
(8) 同変量子コホモロジーに対して定義さ
れる「シフト作用素」と呼ばれるものを用い
てトーリック多様体に対する Givental のミ
ラー定理の簡単な別証明を与えた．シフト作
用素とは Seidel 表現の同変版として与えら
れる．特に，I 関数はシフト作用素を用いた
線形微分方程式の解として特徴づけられる
ことが分かった． 
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