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研究成果の概要（和文）：トーラス群作用をもつ多様体のトポロジーに関して次の結果を得た．
①２つのBott多様体のコホモロジー環の間に環同型があれば，それらのPontrjagin類を保つことを示した（Choi, 村井
との共同研究）．②旗多様体の部分多様体であるPeterson多様体，regular nilpoteny Hessenberg多様体のコホモロジ
ー環の明示的な表示を与えた（福川―原田，原田―堀口，阿部－原田―堀口との共同研究）．③トーリック折り紙多様
体のコホモロジーを調べた（Ayzenberg, Park, Zengとの共同研究）④トーラス多様体にルート系を導入し対称性を調
べた（黒木との共同研究）　

研究成果の概要（英文）：I obtained the following results about the topology of manifolds with torus 
actions.
①We proved that any cohomology ring isomorphism between two Bott manifolds preserves their Pontrjagin 
classes (Joint work with Choi and Murai). ②We gave an explicit presentation of the cohomology ring 
strucure of Peterson varieties and regular nilpotent Hessenberg varieties which are subvarieties of flag 
varieties (joint work with Fukukawa-Harada, Harada-Horiguchi, Abe-Harada-Horiguchi). ③We studied the 
cohomology f toric origami manifolds (joint work with Ayzenberg, Park and Zeng). ④We studied the 
symmetry of torus manifolds by introducing a root system for a torus manifold (joint work with Kuroki).

研究分野： トポロジー

キーワード： トーラス群　旗多様体　コホモロジー　特性類　ルート系
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
トーリック多様体論をトポロジーの立場

から展開し、トーリックトポロジーという
新しい分野の開拓を進めている。これまで
トーリック多様体（もっと一般にトーラス
多様体）のトポロジーを（多重）扇などを
用いて組合せ論の言葉で記述することを主
に行ってきた． 
 
２．研究の目的 
 研究の目的は以下の 3 点である。 
（１）トーリック多様体の微分同相による
分類（特にコホモロジー剛性問題）．特にボ
ット塔に対する肯定的解決． 
（２）トーリック折り紙多様体のトポロジ
ーの研究．トーリック折り紙多様体は，シ
ンプレクティックトーリック多様体を拡張
した概念で，折り紙テンプレートと呼ばれ
る（ある条件をみたした）凸多面体の集ま
り で 分 類 さ れ る こ と が  Cannas da 
Silva-Guillemin-Pires により知られてい
る．トーリックシンプレクティック多様体
のトポロジーが，対応する凸多面体（モー
メント凸多面体）で綺麗に記述されている
が，この結果の拡張を目指した． 
 トーリック折り紙多様体は，n 次元のコン
パクトトーラス作用をもつ 2n 次元閉多様体
である．しかし，n 次元のコンパクトトーラ
ス作用をもつ 2n 次元閉多様体がトーリック
折り紙多様体になるとは限らない．トーリッ
ク折り紙多様体の特徴づけを目的とした． 
（３）同変シューベルトカリキュラスをト
ーリックトポロジーの立場から研究し、ト
ーリックトポロジーの枠組みを広げる。特
に，Hessenberg 多様体のトポロジーを，
同変のテクニックを用いて調べることを目
的とした． 
 
３．研究の方法 
コホモロジー剛性問題を一般的に解決す

ることは非常に難しいので，取り扱い易く，
しかも意味があるボット塔に対するコホモ
ロジー剛性問題の肯定的解決を目指した。低
い次元の場合，肯定的結果が得られているこ
ともあり，この場合をまず攻略することとし
た． 
Hessenberg 多様体のトポロジーをＧＫＭ

理論の観点から調べる． 
トーリックトポロジーは色々な分野と交

錯する分野である。そのような関連する分野
の研究者との研究交流を通して自身の研究
を進展させるとともに、勉強会や研究集会を
開催して若手研究者の育成を計る． 
 
４．研究成果 
トーラス群作用をもつ多様体のトポロジー
に関して次の結果を得た． 
（１）２つの Bott 多様体のコホモロジー環
の間に環同型があれば，それらの Pontrjagin
類を保つことを示した．これと手術理論の結

果を併せると，コホモロジー環が同型な Bott
多様体は，高々有限個であることが分かる．
さらに，ある条件下では，コホモロジー環が
同型な Bott 多様体は唯一つであることを示
した（Choi, 村井との共同研究）． 
（２）トーリック折り紙多様体のコホモロジ
ーを調べた（Ayzenberg, Park, Zeng との共
同研究）．トーリック折り紙多様体のトーラ
ス群による軌道空間は角付き多様体になり
面が定義できるが，その真の面がすべて非輪
状である場合に，トーリック折り紙多様体の
ベッチ数を軌道空間の言葉で記述した．環構
造に関しては，具体的な記述を得た．この記
述はほぼ完全なものであるが，一部不明なと
ころが残っている． 
 トーリック折り紙多様体の特徴づけ問題
に関しては，次の結果を得た．まず，単連結
な実４次元擬トーリック多様体はすべて折
り紙多様体であることを示した（Park との共
同研究）．これに反して，実６次元擬トーリ
ック多様体でトーリック折り紙多様体にな
らないものが無限に沢山あることを示した
（Ayzenberg, Park, Zeng との共同研究）． 
（３）旗多様体の部分多様体である Peterson
多様体のコホモロジー環の具体的表示を与
えた（福川－原田との共同研究）．ここで扱
ったのはＡ型のPeterson多様体であったが，
Peterson 多様体は任意のリー型に対して定
義されている．そこで，一般のリー型の
Peterson varietyのコホモロジー環の具体的
表示を与えた．この表示にはカルタン整数が
現れたのは，少なからず驚きであった（原田
－堀口との共同研究）．以上の結果を踏まえ
て， Peterson variety を族として含む 
regular nilpotent Hessenberg 多様体のコホ
モロジー環の具体的表示を与える問題に取
り組み，Ａ型の場合に成功した（阿部－原田
―堀口との共同研究）．さらに，regular 
nilpotent Hessenberg variety のコホモロジ
ー環が， regular semisimple Hessenberg 
variety のコホモロジー環の対称群不変な部
分環と同型であることを示した．この結果は，
Shareshian-Wachs 予想の部分的肯定的解決
をも意味し，頗る興味深い． 
（４）トーラス多様体のトーラス群作用は，
しばしばより大きなコンパクトリー群G作用
に拡張する．トーラス多様体 Mに対してルー
ト系 R(M)を定義し，拡張 G作用の Gのルート
系は，R(M)の部分ルート系になることを示し
た（黒木との共同研究）． 
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