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研究成果の概要（和文）：群 G に対して分類空間と呼ばれる空間が存在する。分類空間は位相空間であり群の
コホモロジーを代数トポロジーの道具を用いて研究することができる。代数トポロジーで利用可能な道具の中に
は各種のスペクトル系列がある。この研究課題では分類空間 BG のコホモロジーをスペクトル系列を用いて計算
しようと試みた。最も上手く行く場合はスペクトル系列はE_2レベルで退化する。しかし、いくつかの群に対し
てはスペクトル系列はE_2レベルで退化しない。この研究課題ではそのような場合を取り扱った。

研究成果の概要（英文）：For a group G, there exists a space BG called the classifying space. The 
classifying space is a topological space and so one may study the group cohomology using tools in 
algebraic topology. Among tools available in algebraic topology are various spectral sequences. In 
our research project, we attempted to compute the cohomology of the classifying space BG using 
spectral sequences. In most successful cases, the spectral sequence collapses at the E_2 level. 
However, for some groups, the spectral sequence does not collapse at the E_2-level. In this research
 project, we dealt with such cases. 

研究分野：代数トポロジー
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１．研究開始当初の背景 
 
群のコホモロジーの研究は古くからの数
学のテーマであり代数の一分野であると同
時に幾何やトポロジーの交錯する分野でも
ある。 

 
p を素数とする。空間 X の自由ループ空
間は恒等写像のホモトピー固定点集合とみ
なすことができる。空間 X としてリー群 G 
の分類空間 BG を取ればループ群の分類空
間になる。さらにリー群 G から得られる有
限シュバレー群の分類空間の mod p コホモ
ロジーは BG の幾何学的フロベニウス写像
のホモトピー固定点集合のそれと一致する。
このことからリー群の分類空間のコホモロ
ジー、その自由ループ空間のコホモロジーと
有限シュバレー群のコホモロジーを統一的
に理解できるかもしれないと考えられてい
た。また、線形代数群の分類空間のチャウ環
の研究やモチービックコホモロジーの研究
を通して分類空間のコホモロジーをこれま
でとはまた違う視点から捉えられるのでは
ないかとの期待もあった。 

 
連結リー群 G の整数係数ホモロジー群が
ねじれ元を持たない場合には分類空間 BG 
のコホモロジー環は偶数次元の元のみから
生成される多項式環になる。この場合は計算
も比較的容易であり、それなりに理解が進ん
でいるが、ねじれ元がある場合の連結リー群
に対しては計算は困難であったし理解も不
十分であると研究代表者は考えていた。 
 
２．研究の目的 
 
上の状況を踏まえて、当初の「研究目的」
は「リー群 G の分類空間 BG とそれに関連
したホモトピー固定点集合のコホモロジー
の計算および関連する位相空間のコホモロ
ジーの間の関係を解き明かすこと」としてい
たが、特に整数係数ホモロジー群がねじれを
もつような連結リー群 G に対してその分類
空間 BG と分類空間の自由ループ空間 LBG, 
連結リー群 G に随伴する有限シュバレー群 
G(F_q) のコホモロジーを計算すること、そ
れらの間の関係を調べることであった。 
 
３．研究の方法 
 
上にあげた位相空間のコホモロジーの計
算のための主要な道具としてスペクトル系
列がある。整数係数ホモロジー群がねじれ元
をもたない連結リー群 G に対してはスペク
トル系列は E_2 レベルで退化しておりその
計算はそれほど困難ではない。それに対して
整数係数ホモロジー群がねじれ元を持つ場
合にはスペクトル系列は E_2 レベルでは退
化せず非自明な微分の計算が必要になる。し
かしながらスペクトル系列はある種のブラ

ックボックスであり、その内部構造を探るこ
と、とくに微分の計算は往往にして困難であ
る。 
 
しかしながら、スペクトル系列の非自明な
微分はコホモロジーの生成元の間の関係式
を表しており、これを困難として捉えず、こ
れを積極的に利用してスペクトル系列の計
算を進めること、非自明な微分の意味を考察
することを試みる。 
 
４．研究成果 
 
（１）リー群で整数係数ホモロジー群が 2-
ねじれをもつスピン群に対して分類空間の
自由ループ空間のコホモロジーの研究を行
った。スピン群の分類空間の mod 2 コホモ
ロジーは Quillen により計算されている。
しかしながらその分類空間の自由ループ空
間のコホモロジーの計算は栗林、三村と西本
により Spin(10) の場合になさているだけ
である。スピン群の分類空間のコホモロジー
を直接計算することなく適切な空間を考え
てそこへのコホモロジーの誘導準同型を用
いてその像が一致することを示すことによ
りスピン群の分類空間の自由ループ空間の 
mod 2 コホモロジーとスピン群の有限シュバ
レー群の mod 2 コホモロジーが同型である
ことを示した。この結果は島根大学での国際
研究集会で基調講演として発表した。さらに
この結果は査読付き論文 “Cohomology of 
classifying spaces of loop groups and 
finite Chevalley groups associated with 
spin groups” として学術誌 Topology and 
its applications に掲載された。 
 
（２）リー群の分類空間のコホモロジー環の
部分環でリー群の複素表現の誘導する準同
型の像であるチャーン類から生成されるも
のはチャーン環と呼ばれている。連結リー群
でその整数係数ホモロジー群が p-ねじれ元
を持つ場合に連結リー群の分類空間とそれ
に関連した空間の mod p コホモロジーを研
究することが研究目的であった。チャーン部
分環もまた研究対象であったが連結リー群
の整数係数ホモロジー群が p-ねじれ元を持
たない場合には連結リー群の分類空間の 
mod p コホモロジーは十分に理解されている
と思われていた。そしてこの場合はチャーン
環はコホモロジー環自体と一致するであろ
うと考えていた。しかしながらいざそれを証
明しようと試みたのちに mod p チャーン部
分環がリー群 G の分類空間の mod p コホモ
ロジー環と一致しない例があることがわか
った。この現象について研究し、単連結な単
純リー群の場合に mod p チャーン環が分類
空間のコホモロジー環に一致するための奇
素数 p に関する必要十分条件を得た。この
研究については途中経過を含めて複数回口
頭発表を行った。結果は論文にまとめて発表



する予定である。 
 
（３）代数幾何で重要な問題であるホッジ予
想は有理数係数のサイクル写像の全射性に
ついての予想である。その整数係数版の反例
は 1960 年代に Atiyah と Hirzebruch によ
り分類空間のコホモロジーのねじれを用い
て 構 成 さ れ て い る 。 2010 年 に
Colliot-Thelene と Szamuely は数論幾何
におけるホッジ予想の類似である有限体の
代数的閉体上の非特異射影多様体のサイク
ル写像の全射性についてのテイト予想に対
して整数係数版の反例を構成した。
Colliot-Thelene と Szamuely は Atiyah と 
Hirzebruch と同様に分類空間のコホモロジ
ーのねじれを用いていた。ねじれではない元
で反例を構成したのが Pirutka と柳田の論
文”Note on the counterexamples for the 
integral Tate conjecture over finite 
fields”(Doc. Math. 2015) である。Pirutka 
と柳田の論文はねじれのある例外リー群の
分類空間のコホモロジーを使っていたので
標数 p が 2,3,5 の時にしか反例が構成で
きなかった。Pirutka と柳田の論文の一般化
を考え、古典群 SU(p)xSU(p) の中心の部分
群による商群を用いて Pirutka と柳田の結
果をすべての素数 p に一般化した。この結
果は査読付き論文 "On the integral Tate 
conjecture over finite fields" として学
術誌 Math. Proc. Cambridge Philos. Soc.
に掲載された。 
 
（４）Pirutka と柳田の整数係数テイト予想
の反例についての結果の一般化の際に着想
を得てさらに分類空間のサイクル写像につ
いて研究した。有限群の分類空間のサイクル
写像の単射性について Totaro の本にあげ
てある問いに答える形でチャウ環から普通
のコホモロジーへのサイクル写像が単射に
ならないような有限群で最小である可能性
のある有限群を構成した。この結果は査読付
き論文 “On the cycle map of a finite group” 
として学術誌 Annals of K-theory に掲載さ
れた。 
 
（５）Pirutka と柳田および研究代表者の仕
事に影響されて Antieau は別の p^2 次の射
影線形群の分類空間を用いたさらなる整数
係数ホッジ・テイト予想の反例の構成につい
ての結果を得た。しかしながらそれは p=2, 3
の場合だけであった。論文の中で Antieau 
はすべての奇素数 p の場合に同様の結果が
得られると予想している。この Antieau の
予想について研究した、肯定的に解決した。
Tripathy も独立に同じ結果を得ている。こ
の結果は査読付き論文 ”Representation 
theory and the cycle map of a classifying 
space“として学術誌 Algebraic Geometry に
掲載された。 
 

（６）研究代表者の 2012 年の論文 "Chern 
classes and generators" では係数体の標数
が 2 のときの例外群の分類空間のチャーン
類について研究した。これと類似の計算を標
数が奇素数のときに行った。結果は査読付き
論文 "Mod 3 Chern classes and generators" 
として学術誌 Proc. Japan Acad. Ser. A Math. 
Sci. に掲載された。 
 
（７）基本アーベル 2-群の分類空間のモチ
ービックコホモロジーのモチービックスチ
ーンロッド代数上の加群としての生成元に
ついて研究した。モチービック版  のヒット
問題を考えてこれを研究した。ヒット問題
でピーターソン予想と呼ばれていた基 本 定
理 の モチービック版を研究し、ピーターソ
ン予想のモチービック版  が成り立たないこ
とがわかったのでこの結果をまとめて論文 
"On the motivic Peterson conjecture" を
書き, 2017 年 10 月にプレプリントサーバー 
arXiv に  アップロードした上で学 術 誌 
Homology, Homotopy and Applications に投
稿し 2018 年 4月に受理された。 
 
（８）整数係数ホッジ予想に関連して Quick 
は 2016 年 11 月に arXiv にプレプリント
"Examples of non-algebraic classes in the 
Brown-Peterson tower" をアップロードした。
これは Atiyah と Hirzebruch の整数係数
ホッジ予想の反例の構成のモチービックコ
ホモロジーへ一般化である。この結果を 
non-torsion の 場 合 に 拡 張 し て 論 文 
"Non-torsion non-algebraic classes in the 
Brown-Peterson tower" を書きプレプリント
サーバー arXiv にアップロードした。これ
は "On the integral Tate conjecture over 
finite fields" の結果のさらなる一般化で
ある。 
 
（９）この研究を通して代数幾何への代数ト
ポロジーの応用、低次元のサイクル写像の研
究の可能性に気づいた。分類空間の低次元の
代数トポロジーという新しい研究の方向性
が見出せたことが最大の研究成果かもしれ
ない。この方向は次の研究課題「線型代数群
の分類空間のチャウ環とサイクル写像の研
究」で引き続き研究していく予定である。 
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