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研究成果の概要（和文）：多項式写像の無限遠点におけるモノドロミーについて研究した。特に無限遠点において従順
でない写像に対し、一般ファイバーのコホモロジーに関する消滅定理を証明することで、無限遠点のまわりのモノドロ
ミーのジョルダン標準型を多くの場合に記述した。またこの研究の副産物として、多項式写像の分岐点集合の表示を得
た。さらに合流型 A-超幾何関数の無限遠点におけるモノドロミーの固有多項式の公式が得られた。モノドロミー予想
については、原点で非退化な多項式に対して多くの場合に予想が成り立つことを証明した。

研究成果の概要（英文）：We studied monodromies at infinity of polynomial maps. Especially for the maps 
which are not tame at infinity, by proving a vanishing theorem on the cohomology groups of generic 
fibers, we described the Jordan normal forms of their monodromies at infinity in many cases. As a 
byproduct of this study, we obtained also a description of the bifurcation sets of polynomial maps. 
Moreover, a formula for the characteristic polynomials of the monodromies at infinity of confluent 
A-hypergeometric functions was obtained. As for the monodromy conjecture, we confirmed it for polynomials 
which are non-degenerate at the origin in many cases.

研究分野：代数解析
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１． 研究開始当初の背景 
 
研究代表者はこれまで、代数解析の手法を用
いて偏微分方程式や特異点理論、Lefschetz 
型不動点公式、射影双対性、A-超幾何関数、
どを研究してきた。 特にここ数年来は連携
研究者の松井優と共同で、近年多くの研究者
により研究されている多項式写像の「無限遠
点のまわりでのモノドロミー」（ファイバー
の大域的な接続状況を表す）の研究を行った。 
その結果、トーリックコンパクト化の手法を
モチヴィックミルナーファイバーの理論と
組み合わせることで、多項式写像の無限遠点
のまわりでのモノドロミーのジョルダン標
準型を多項式のニュートン多面体で記述す
ることに成功した。 しかしながらその研究
においては「無限遠点において従順」という
仮定が必要であった。 コンビニエントでな
い多項式は無限遠点からの特異性などの研
究において非常に重要かつ基本的な研究対
象であるが、この仮定を満たさない。 その
ような場合の無限遠点からの特異性は 
Nemethi, Zaharia などの多くの数学者によ
り詳しく研究されてきたが、一般ファイバー
のトポロジーやモノドロミーについてはほ
とんど何も解明されていなかった。 また
Gelfand-Kapranov-Zelevinsky の導入した
A-超幾何関数（A-超幾何微分方程式の正則関
数解）を一般化して Adolphson が導入した
合流型 A-超幾何関数の積分表示は、数年前の
研究代表者と Esterov の共同研究により世
界で初めて得られた。 この積分表示は合流
型 A-超幾何関数の無限遠点における漸近展
開にただちに応用されたが、モノドロミーを
調べることには大きな技術的困難があった。 
しかしながら配置 A の凸包をとって得られ
る多面体を用いてモノドロミーが記述でき
るのではないかという期待があった。 さら
に研究代表者は、岡田季久との局所ゼータ関
数の極の構造の研究を通して特異点理論に
おける最も深遠な未解決問題の１つである
モノドロミー予想に強い興味を持った。 こ
れは Denef, Loeser などの著名な数学者が
提唱し、世界で非常に活発に研究されている
予想であるが、これまでの研究では強い仮定
の下でしか証明できていなかった。 研究代
表者のこれまでのトーリックコンパクト化
やＤ-加群についての研究における経験から、
非退化という非常に弱い仮定のもとで予想
が証明できるのではという期待があった。  
 
２．研究の目的 
 
多項式写像のモノドロミーに関しては、無限
遠点におけるモノドロミー、さらにはモノド
ロミー表現全体を研究する。 特に多項式写
像が無限遠点において従順でない場合につ
いて詳しく研究し、無限遠点からの特異性や
写像の分岐点集合についても調べる。 合流
型 A-超幾何関数に関しては、その積分表示

の積分路の構成を改良することで、大域的な
モノドロミーを解明する。 モノドロミー予
想に関しては、ｐ進体上の井草ゼータ関数お
よび位相的ゼータ関数に関する予想を研究
する。 位相的ゼータ関数に関するモノドロ
ミー予想については、特に原点で非退化な多
項式をまず詳しく調べる。 
 
３．研究の方法 
 
無限遠点において従順でない多項式写像の
研究においては、無限遠点において非退化だ
がコンビニエントでない多項式を考え、その
ニュートン多面体と適合したトーリックコ
ンパクト化の上の構成可能層を研究した。 
さらにその研究の過程で、多項式写像の分岐
点でのファイバーの位相型の跳躍を偏屈層
を用いて詳しく記述した。 また合流型 A-
超幾何関数のモノドロミーの研究において
は、まず配置 A の凸包をとって得られる多
面体と適合したトーリックコンパクト上で
モノドロミーの研究に都合のよい新しい積
分路を構成した。 次にこのようにして構成
した積分路がパラメーターの変化によりど
う変形するかを、局所系係数のねじれコホモ
ロジーなどの位相幾何学的な手法で研究し
た。 モノドロミー予想の研究においては、
原点において非退化な多項式を扱い、その位
相的ゼータ関数の極の候補がいつ極になら
ず偽の極 (fake pole) になるかをまず詳しく
調べた。 次にモノドロミーゼータ関数の各
固有値ごとの重複度を初等整数論や組合せ
論などを用いて精密に計算した。 さらにコ
ンビニエントでなく原点で非孤立特異点を
持つ多項式の研究を孤立特異点の場合に帰
着する方法を開発した。 
 
４．研究成果 
 
(1) 研究の主な成果 
 
多項式写像の無限遠点におけるモノドロミ
ーについては、無限遠点において非退化だが
コンビニエントでない多項式に対し悪い固
有値を定義し、その悪い固有値以外の良い固
有値については一般ファイバーのコホモロ
ジー群の広義固有空間が中間の次数のみに
集中することを証明した。 この消滅定理に
より、無限遠点において従順でない場合でも、
無限遠点におけるモノドロミーのジョルダ
ン標準型を良い固有値の部分に関しては多
項式のニュートン多面体で記述することに
成功した。 さらにこの研究で用いたトーリ
ックコンパクト化により多項式写像の分岐
点集合を研究し、Nemethi-Zaharia の仕事を
多項式写像の値域が高次元の場合に一般化
した。 すなわち多項式写像の分岐点集合を
ニュートン多面体を用いて記述する一般的
な公式を得た。 また Nemethi-Zaharia に
よる分岐点集合の上からの評価が多くの場



合に最良であることを、偏屈層の理論を用い
て証明した。 合流型 A-超幾何関数の研究に
関しては、まず配置 A の凸包をとって得ら
れる多面体と適合したトーリックコンパク
ト上で新しい積分路を構成した。 そしてこ
れを用いて、合流型 A-超幾何関数の無限遠点
におけるモノドロミーの固有多項式をを多
面体の面の体積を用いて記述することに成
功した。 また副産物として、ローラン多項
式の族から定まる代数的トーラス内の超曲
面配置の補集合上の局所系のコホモロジー
群が中間次数に集中するとことを示した。 
これは Gelfand-Kapranov-Zelevinsky によ
る先行結果を改良するものである。 モノド
ロミー予想の研究に関しては、原点で非退化
な多項式については高次元の場合でもほと
んどの場合に予想が成り立つことを証明し
た（論文準備中）。 また以上の研究とは別
に高次元の不動点集合を持つ Lefschetz 不
動点定理を研究し、これまでの研究で仮定し
ていた写像の条件を大幅に緩めることに成
功した。  
 
(2)  得られた成果の国内外における位置づ
けとインパクト 
 
無限遠点において従順でない多項式写像に
対して我々が証明した消滅定理は、無限遠点
において従順な場合における  Broughton 
(Invent. Math., 1988) の一般ファイバーの
ブーケ分解定理をコホモロジー群のレベル
で一般化したものであると考えることがで
きる。 すなわち、これにより無限遠点にお
いて従順でない場合の研究が初めて可能に
なったという歴史的な意義があると思われ
る。 合流型 A-超幾何関数については、その
大域的な性質は何もわかっていなかったの
で、我々の無限遠点におけるモノドロミーの
公式はこの方面の研究の端緒を世界で初め
て開いたものといえよう。 モノドロミー予
想に関しては、これまでの研究は２次元や３
次元の場合のものがほとんどで、高次元で一
般的に研究した論文は数少ない。 その中で
も Loeser  (Amer. J. Math., 1988) は代表
的な論文であるが、我々の結果はそこにおけ
る強い仮定を外すことに成功している。 ま
た多項式写像のモノドロミーの研究の副産
物として得られた分岐点集合に関する一連
の結果は、現在世界的に注目を集めている分
野における結果であり、今後の発展が大いに
期待される。 そして我々の得た高次元の不
動点集合を持つ Lefschetz 不動点定理は、
これまでの Goresky-MacPerson による結果
を改良するものであり、これも今後の発展が
期待できる。  
 
(3) 今後の展望 
 
多項式写像のファイバーの幾何学的モノド
ロミーに関しては、我々の研究により無限遠

点におけるモノドロミーについて非常に詳
しい情報が得られた。 さらに進んでその基
本群の表現としての全体像を決定すること
は、重要な課題であると思われる。 その研
究のためには、写像のモース化などの理論が
今後必要になると考えている。 合流型 A-
超幾何関数のモノドロミーについても、無限
遠点におけるものだけでなくモノドロミー
表現全体を決定するのは、非常に難しいがや
りがいのある問題である。 またモノドロミ
ー予想については、今後は原点で非退化な場
合だけでなく一般の場合を研究したい。 そ
のためには、弧空間上の混合ホッジ加群を考
えるなどの、より新しいアイデアや理論が必
要になると思われる。  
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