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研究成果の概要（和文）：本研究では，確率測度に対し測度拡大的な微分同相写像，不変確率測度に対し測度拡大的な
微分同相写像，そしてエルゴード的な不変確率測度に対し測度拡大的な微分同相写像を対象とし，微分幾何学的力学系
理論の立場から特徴付ける。
次の成果が得られた：すべての確率測度に対し測度拡大的な微分同相写像の集合のC1-位相に関する内点は，擬-アノソ
フ系と一致，すべての不変確率測度に対し測度拡大的な微分同相写像の集合のC1-位相に関する内点は，Ω-安定な系と
一致。さらに，C1-位相に関する摂動に対し位相推移性と非双曲性が維持され，すべてのエルゴード的な不変確率測度
に対し測度拡大的な微分同相写像から成る開集合が存在。

研究成果の概要（英文）：In this research project, we consider the sets of diffeomorphisms which are 
measure-expansive for any probability measure, invariant probability measure and ergodic measure, and 
study the sets from the viewpoint of geometric theory of dynamical systems.
It is proved that the C1-interior of the set of measure-expansive diffeomorphisms for any probability 
measure is quasi-Anosov systems and C1-interior of the set of measure-expansive diffeomorphisms for any 
invariant probability measures is Ω-stable systems. Furthermore, it is also proved that there exists a 
non-empty C1-open set of robustly non-hyperbolic and transitive diffeomorphisms such that each element of 
the set is measure expansive for any ergodic measure.

研究分野：擬軌道尾行性や拡大性を持つ力学系の特徴付け

キーワード： 力学系理論　拡大性　確率測度　双曲性　占有的分解
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
コンパクト距離空間上の拡大的位相同相

写像(expansive homeomorphism)の概念は，
1950年代に導入されて以来，力学系の位相的
エントロピー，空間の位相次元，系の安定性
の研究において中心的な役割を担い，位相力
学系理論の発展に大きく寄与してきた（[1]）。 
最近，拡大性の概念の一般化として測度論

的拡大性(measure-expansivity)の概念が導
入され，測度論的な視点から拡大的位相同相
写像の研究が開始された。例えば[2]では，
「単位円周上には拡大的位相同相写像が存
在しない」という有名な定理の測度論的視点
からの明快な別証明を与えており，その概念
の有効性が示されている。本研究では，測度
論的拡大性の概念をいち早く微分幾何学的
力学系理論に導入し，研究代表者が推進して
きた，疑軌道尾行性（位相的概念）を満たす
微分同相写像の C1-位相における内点の特徴
付けに関する研究成果・技法を活用し，その
特徴付けを行うもので，本研究の推進基盤は
充実しており，その成果が期待できる。 
 

２．研究の目的 
本研究では，測度論的拡大性の概念を微分

C∞閉多様体 M 上の微分可能力学系に導入し，
測度論的視点から拡大的力学系を微分幾何
学的力学系理論の立場から特徴付ける。 
コンパクト距離空間(X,d)上の位相同相写

像 f が拡大的(expansive)であるとは，ある
定数 c>0 が存在し，任意の x,y∊X(x≠y)に対
し n∊ℤが存在して，d(fn(x),fn(y))≥c が成り
立つことをいう。この性質は多くの力学系に
現われ，近年，力学系のカオスの研究におい
て重要な概念の一つになっている。拡大性の
概念は，当初，主に「どのような空間上に拡
大的写像が存在するか」が研究された。 
1960 年代後半から Smale 等による微分幾

何学的力学系理論が双曲性の概念を基にし
て急速に発展した。双曲性は力学系の不変閉
集合に対し定義される概念で，双曲的ならば
拡大的であることが知られている。例えば
Anosov微分同相写像，Axiom A系微分同相写
像等は拡大的である。 
また，エルゴード理論においては，力学系

の軌道振舞をエントロピーで捉えるために
測度論的エントロピーの最大エントロピー
を位相的エントロピーであるとみなし，それ
に適合する不変測度の存在から力学系を研
究している。この研究においても拡大性は本
質的な役割を担ってきた。 
 拡大性の概念は，構造安定性予想の解決過
程においても重要な役割を果たした。Mañé 
[3] に よ っ て 名 付 け ら れ た M 上 の
quasi-Anosov 微分同相写像は拡大的である。
M上の微分同相写像全体の空間を Diff(M) で
表し(C1-位相を導入)，拡大的な微分同相写像
全体を E で表す。Mañéは，E の C1-位相に関
する内点を quasi-Anosovとして特徴付けた。
その証明で用いられた，（双曲型分解の一般

化である）占有的分解(dominated splitting)
の概念やそれに付随する局所部分多様体の
存在は，構造安定性予想の証明において基本
的である。 
 f∊Diff(M)とし，μを M 上の確率測度とす
る（f-不変とは限らない）。f がμ-拡大的 （測
度論的拡大性の定義）であるとは，あるδ>0 
が存在し，すべての x∊Mに対しμ(Гδ(x)) = 
0 が成立することをいう。ただし，Гδ(x)={y
∊M:d(fn(x),fn(y))≤δ(∀n∊ℤ)}，dは M上の距
離。 
M上の f-不変エルゴード的確率測度全体を

Mf
e(M)で表す。本研究では EE ={f∊Diff}(M):

μ-拡大的(∀μ∊Mf
e(M))}をその主な考察対

象とし，EE に属する微分同相写像を微分幾
何学的力学系理論の立場から分類すると共
にその C1-位相に関する内点を特徴付ける。
具体的には f∊EE に対し，非遊走集合Ω(f)
に占有的分解が存在すること，或いは部分的
双 曲 型 分 解 (partially hyperbolic 
splitting) が存在するための条件の探索で
ある。 
 測度論的拡大的を満たす力学系 fの軌道振
舞を反映する確率測度μは，「f-不変とは限
らない単なる測度」，「f-不変測度」，「（f-不
変）エルゴード的測度」とその範囲を変える
ことで，考察対象となる力学系の範囲が拡大
される。本研究では，単に対象とする確率測
度に連動する力学系の特徴付けについての
研究を推進するのみではなく，微分幾何学的
力学系理論と測度論の融合を図ることで，特
徴付けの過程において発見される新たな概
念・新たな研究手法の創出を目指す。 
代 表 者 は 擬 軌 道尾 行性 (pseudo-orbit 

shadowing property)を持つ微分同相写像の 
C1-位相に関する内点の特徴付けを通し，力学
系の分類を行ってきた（[4], [5]）。本研究
では，研究姿勢においてその精神と同じ延長
上にあり，研究の推進にあたってはそこで培
われたノウハウを十分に活かすことが可能
である。 
 Smale により開始された力学系の微分幾何
学的力学系理論の研究は，その対象が双曲型
力学系の補集合である非一様双曲型力学系
に移行している。非一様双曲型力学系の研究
は微分幾何学や位相幾何学的視点はもちろ
ん，あらゆる数学の視点・手法から研究が進
められているが，その分類作業においては際
立った進展がみられていない。本研究は，測
度論との融合という新たな視点から非双曲
型力学系の分類を行うもので，前述のように
単に分類（特徴付け）のための新たな視点を
導入するということではなく，本研究の推進
過程で発見・開発される力学系の解析手法に
より，力学系理論全体における研究の進展に
貢献することができる。また，拡大性の概念
はカオスの定義の構成要素である初期値鋭
敏性とも深い関係がある。本研究では，その
概念を測度論的な視点，すなわち「観測可能
の視点」から研究を展開しようとするもので，



そこで得られた研究成果はカオス研究の応
用面においても大きな寄与が期待できる。 
 
３．研究の方法 
C∞閉多様体 M 上の微分同相写像の全体に

C1-位相を導入した空間を Diff(M)，拡大的な
微分同相写像全体を E で表す。M 上の確率測
度全体を M(M)，f-不変確率測度μ∊M(M)の全
体を Mf(M)，エルゴード的なμ∊Mf(M)の全体
を Mf

e(M)で表す。本研究では，以下の集合を
考察の対象とする。 
 
PE ={f∊Diff}(M):μ-拡大的(∀μ∊M(M))} 
 
IE ={f∊Diff(M):μ-拡大的(∀μ∊Mf(M))} 
 
EE ={f∊Diff}(M):μ-拡大的(∀μ∊Mf

e(M))} 
 
明らかに E ⊂PE ⊂IE ⊂EE が成り立つ。 

拡大的な微分同相写像の C1-位相に関する
内点は Mañé [3]により双曲性（＋擬横断性条
件）を満たす力学系として特徴付けされてい
る。また，すべての周期点が双曲的である微
分同相写像の C1-位相に関する内点は
Hayashi[7]により双曲的であることが知ら
れている。これらの結果に，代表者自身によ
る擬軌道尾行性を満たす微分同相写像の特
徴付けにおける研究成果・手法（[4], [5]）
を応用することで，上記集合２つの内点集合
（int A で集合 A の内点を表す）について
「intPE  = intE」，「intIE  = Ω-安定性」
が成り立ち，測度論的拡大性と双曲性との関
係は明確となった（[6]）。従って本研究の課
題は，非一様双曲性の視点から EE を分類し
特徴付けすることである。特に f∊intEE に
対し，一様双曲型分解の概念の一般化である
占有的分解及び部分的双曲型分解の存在に
ついて研究を推進する。 
具体的には f∊intEE に対し 

 
Ⅰ.Ω(f)=Cl{∪μ∊Mfe(M) supp(μ)}となること， 
 
Ⅱ.Ω(f)上に占有的分解が存在することを
示し，更に 
 
Ⅲ. Ω(f)上に部分的双曲型分解が存在する
ための必要十分条件の探索 
 
を行う。ここで，Cl{A｝は集合 A の閉包，
supp(μ)は，測度μの台。 
 f∊intEE とする。課題Ⅰの証明には Pugh
の閉補題を用いる。課題Ⅱの解決に向けての
基本方針は，(粗い議論ではあるが)以下の通
り：ある測度μ∊Mf

e(M)に対し supp(μ)上に
占有的分解が存在しないと仮定する。Mañéの
エルゴード的閉補題 [8] により，f の C1-
位相に関する近傍に，占有的分解を持たない
周期軌道を有する gが構成できる。占有的分
解が存在しないことから，[9]により，g の
C1-位相に関する近傍に吸引的周期点又は反

発的周期点を所有する g~が存在することが
わかる。その周期点の近傍の中に，エルゴー
ド的確率測度を持ち拡大的ではない（部分
的）力学系を構成することにより矛盾を導く。
このような部分力学系は[10]で構成されて
おり，その手法は本研究に応用可能と考えら
れる。 
課題Ⅲの解決に向けての方針は明確では

ない。まず，[11]により構成された３次元ト
ーラス上の部分的双曲型分解をもつ微分同
相写像のクラス O（開集合）について測度論
的拡大性を検証する。g∊O は拡大的ではない
が，1 次元の中心方向 Ec以外 Es, Euは双曲的
で，さらに Ecに対応する不変多様体上にはあ
る種の拡大性(plaque expansivity)の存在が
知られている。これにより g∊EE の証明が可
能と考えられる。 

この開集合の構造を詳細に検討・解析する
ことで EE の分類，そして課題Ⅲの解決に向
けた研究への糸口の発見を目指す。 
 さらに，[12]では C1-位相に関し，非一様
双曲型力学系についての多くの一般的
（generic）性質が証明されている。課題Ⅲ
の解決に有効であると考えられる結果のひ
とつは，例えば以下のものである：「C1-位相
に関し一般的な微分同相写像に対しては，弱
位相に関し一般的なエルゴード的確率測度
μの台上に占有的分解 E⊕Fが存在し，かつ（多
少粗い説明であるが）Eの Lyapunov指数は負，
F の Lyapunov 指数は正」。本研究の設定（f∊
intEE）であれば上記のタイプ結果は即座に
応用可能であり，課題Ⅲの解決に向けた研究
における進展が期待できる。 
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４．研究成果 
研究目的を達成するため，微分可能閉多様

体 M 上の微分同相写像全体を Diff(M)(C1-位
相を導入)，拡大的な微分同相写像全体を E
で表す。f∊Diff(M)とし，M上の確率測度全体
を M(M)，f-不変確率測度μ∊M(M)の全体を
Mf(M)，エルゴード的なμ∊Mf(M)の全体を
Mf

e(M)で表す。本研究では，前述のように３
つの集合 PE ={f∊Diff(M):μ-拡大的(∀μ∊
M (M))}，IE ={f∊Diff(M):μ-拡大的(∀μ∊
Mf(M))}，EE ={f∊Diff(M):μ-拡大的(∀μ∊
Mf

e(M))}を考察する。 
E，IE の C1-位相に関する内点について

「intPE  = intE」「intIE  = Ω-安定性」
が成り立ち，測度論的拡大性と双曲性との関
係は明確となっている（論文は 2014 年，専
門雑誌掲載済）。 
本研究の具体的な目標は，「３．研究の方

法」の課題Ⅰ，Ⅱ，Ⅲの解決である。その礎
となる，[11]により構成された３次元トーラ
ス上の部分的双曲型分解をもつ微分同相写
像のクラス O（開集合）については O ⊂EE 
であることが証明され，EE の具体例の構造 
(位相推移的であり，非双曲的であるが部分
的双曲型分解を持つ) を解明することがで
きた（論文は 2015 年，専門雑誌に掲載済）。 
 本研究では，課題Ⅰの解決に向け，Pughの
閉補題の検討を行った。 
課題Ⅱの解決に向けては，次のような方針

でその解決を目指した：ある測度μ∊Mf
e(M)

に対し supp(μ)上に占有的分解が存在しな
いと仮定すると，エルゴード的閉補題により
f の C1-位相に関する近傍に，占有的分解を持
たない周期軌道を有する gを構成することが
できる。周期軌道には占有的分解が存在しな
いことから，gの C1-位相に関する近傍に固有
値の絶対値が 1に近い吸引的周期点または反
発的周期点を所有する g~が存在することを
示し，最終的にその周期軌道の近傍にエルゴ
ード的確率測度を持ち拡大的でない力学系
を構成することで矛盾を導く。しかし，最終
年度においてものエルゴード的測度の構成
には至っていない（従って課題Ⅲについても
具体的な進捗はない）。しかし，本研究の推
進過程において，同相ではない微分可能写像
に関し，測度拡大性による（部分的ではある
が）特徴付けに成功した。微分可能写像には
一般に特異点が存在するため，その証明方法
は微分同相写像とは同様ではない（論文は

2016年，専門雑誌掲載済）。 
以上により総合的に勘案し,本研究の達成

状況は概ね 70%である。 
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