
科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

８２７２３

基盤研究(C)（一般）

2016～2013

トロピカル化された可積分系の相空間構造の解明

Clarification of the phase space structure of the tropical integrable systems

００５３１７６６研究者番号：

高木　太一郎（Takagi, Taichiro）

防衛大学校（総合教育学群、人文社会科学群、応用科学群、電気情報学群及びシステム工・応用科学群・教授

研究期間：

２５４００１２２

平成 年 月 日現在２９   ６ １９

円     2,200,000

研究成果の概要（和文）：古典可積分系の模型として古くから知られている戸田格子の変種である離散周期戸田
格子のトロピカル化によって定義されるトロピカル周期戸田格子について、その等位集合構造の解明につながる
と考えられるいくつかの性質を解明した。特に、離散周期戸田格子のラックス形式をもとに定義されるこの力学
系の保存量から決まるヤング図形と量子スピン鎖のベーテ仮説で用いられる組合せ論において定義されるヤング
図形の連続化が一致していることを示した。また、同じ可積分系ではあるがやや異なる種類の問題を考え、視野
を広げることによって研究のブレイクスルーを探る過程において、共形場理論の一般化されたウィックの定理に
関する新しい知見を得た。

研究成果の概要（英文）：We clarified several properties of the phase space structures of the 
tropical periodic Toda lattice. This model is defined as a tropical limit of the discrete periodic 
Toda lattice, a variation of the Toda lattice which is one of the most famous models in the field of
 classical integrable systems. Especially, we proved that the Young diagrams defined through the Lax
 representation of the discrete periodic Toda lattice coincide with the Young diagrams defined as 
continuous limits of the corresponding diagrams defined in the combinatorial theory of the Bethe 
ansatz of the quantum spin chains. In addition, during a process of widening the author’s vision to
 find a breakthrough in future studies, we considered somehow different kind of problems in the 
field of integrable systems and found a new result on generalized Wick theorems in conformal field 
theory.

研究分野： 数理物理学

キーワード： 可積分系　組合せ論　離散戸田格子　トロピカル幾何学　ソリトン　ベーテ仮説　共形場理論
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１．研究開始当初の背景 
（１）トロピカル幾何学は代数多様体を区
分的線形な対象に置き換えて得られる代数
幾何学である。2010 年前後において、数理
物理の国際会議ではトロピカル幾何学と可
積分系との関連が盛んに議論されていた。
ヤコビ多様体やリーマン・テータ関数のト
ロ ピ カ ル 幾 何 学 に お け る 類 似 物
（Mikhalkin・Zharkov 2008）との関連に
おいて、この文脈で議論される力学系の典
型例がいわゆる超離散周期戸田格子であっ
た。 
（２）超離散周期戸田格子は、周期戸田格
子において時間変数を離散化した非線形力
学系（離散周期戸田格子）にある極限操作
を施して得られる（君嶋・時弘 2002）。
ここでは、通常超離散化と呼ばれる上述の
極限操作がより適切にはトロピカル化と呼
ばれるべきであるとの考えに基づきこの力
学系をトロピカル周期戸田格子と呼ぶこと
にする。代数曲線に対応するトロピカル曲
線による記述を用いて、この力学系の等位
集合が実トーラスになることが知られてい
た（井上・竹縄 2008）。しかし、ここで
は generic 条件とよばれる条件が課されて
いた。この条件は、後に述べる周期箱玉系
と呼ばれる可積分セルオートマトンの文脈
では、ソリトン（孤立波）の振幅がすべて
異なるという条件で記述される。すなわち、
同じ振幅のソリトンが複数存在する場合に
ついては、トロピカル周期戸田格子の等位
集合構造は解明されていなかった。 
（３）一方、トロピカル周期戸田格子にお
いて従属変数を自然数に限定した周期箱玉
系においては、generic 条件を満たさない
場合にも等位集合構造が以下のように解明
されていた。すなわち、この系には可換な
時間発展の族が構成されており、一つの等
位集合に属するセルオートマトンの状態た
ちを節点で、一般化された時間発展たちを
矢印で表したグラフを考えると、generic
条件が満たされている場合はこのグラフが
前節で述べた実トーラスの上に乗っている。
さらに、generic 条件を満たさない場合に
はグラフがいくつかの連結成分に分かれて
いて、それぞれが別の実トーラス上に乗っ
ているという描像が得られていた。各連結
成分に対応するトーラスのサイズは、同じ
振幅をもつソリトンたちの相互の位置関係
から定まる内部対称性が大きいほど小さく
なるということも分かっていた。ここでは
著者らの以前の研究成果である可積分量子
スピン鎖のベーテ仮説の組合せ論および量
子群の結晶基底による記述を用いており、
従属変数を自然数に限定することが本質的
であった。 
（４）まとめると、トロピカル周期戸田格
子の等位集合の構造は、generic 条件が課
された場合か、またはこの条件は課されな
いが従属変数が自然数に限定された場合に

しか知られておらず、一般の場合には解明
されていなかった。この力学系がトロピカ
ル幾何学と可積分系を結び付ける研究にお
いて果たす役割の重要性を考えると、これ
は大きな理論上の不備であると考えられた。
これに対し、著者は、トロピカル周期戸田
格子に対しても周期箱玉系の場合と同様に
可換な時間発展の族を構成できることを示
しており、この研究を発展させることによ
り等位集合の構造をすべて解明できるので
はないかと期待された。 
２．研究の目的 
離散周期戸田格子のトロピカル化である

トロピカル周期戸田格子について、generic
条件と呼ばれる条件を課さない一般の場合
に対しても有効であるような等位集合の記
述法を開発し、その構造を解明する。この力
学系はアフィン・リー環 A(1)1 の（結晶化さ
れた）量子群対称性をもつ可積分セルオート
マトンの連続化であるので、A(1)nの対称性へ
拡張した一般化を行い、その可換な時間発
展の族を構成し、その等位集合構造を可換
な時間発展をもとに解明する。さらに、よ
り一般のトロピカル化された可積分系につ
いて、その等位集合構造を特徴づける基本定
理（アーノルド・リウビルの定理の類似）を
定式化するということが研究開始当初の目
的であった。 
３．研究の方法 
現代的な数理物理学の研究手法として標準
的かつ効率的と考えられる以下のような方
法をとった。 
（１）最新の論文や専門書を読み、紙と鉛筆
をつかって計算や論証を行い、理論的な考察
を深めた。 
（２）統計力学、可積分系および非線形発展
方程式に関する国際会議や研究会で国内外
の研究者と交流し、研究上の議論や情報交換
を行なって視野を広めつつ問題解決に使え
そうな手法の探索および開発を行った。 
（３）計算機の数式処理システムを利用し、
種々の離散力学系を計算機上で実現した。多
数の例を作って観察することにより、数学的
な定理を予想した。予想の一部は紙と鉛筆を
使った理論的な考察により証明された。 
４．研究成果 
（１）トロピカル周期戸田格子の組合せ論的
側面に関して、以下に示すようないくつかの
新しい結果を得た（論文②）。 
①実トーラスによる等位集合の記述の前提
であるgeneric条件がどの程度強い条件であ
るかを以下のようにして明確に示した。まず、
トロピカル化をする前の離散周期戸田格子
について、通常は２種類の文字を使用して記
述される従属変数たちを１種類の文字の添
え字の偶奇で区別するというアイデアによ
り、ラックス形式から得られる保存量の最近
接排他表現を従来の方法よりも明快に導出
した。この記法では離散戸田格子の発展方程
式は次のように書かれる： 
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