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研究成果の概要（和文）：　２－調和写像理論とは２－エネルギー汎関数の臨界点の理論で、エネルギー汎関数
の臨界点理論である調和写像理論と共に近年、国際的に大きく発展を遂げている。我々は二つの理論が類比と相
違を明らかにした。すなわち、２－調和写像が調和写像となるはどのような場合かを明らかにした。一方、調和
写像とならないような２－調和写像の例を与え、どのような条件であればそのような事が起るのかを明らかにす
ることができた。
　対称空間内の等質な２－調和部分多様体で、調和写像とはならないものを分類・構成することができた。
　又、類比の概念を、葉層多様体の場合やコーシー・リーマン多様体の時に与え、豊富な実例を構成した。

研究成果の概要（英文）：     Harmonic map is a critical point of the energy and biharmonic map is 
the one of the 2-energy. Both theories have been developed greatly in the world. We have clarified 
the similarities and differences between these theories, recently. We have constructed several 
examples of biharmonic maps which are not harmonic maps. We gave and clarified the conditions which 
biharmonic maps must be harmonic maps. 
     We have constructed and classified all homogeneous biharmonic submanifolds in the symmetric 
space which are not harmonic. 
     We gave the similar notions of biharmonic foliations and also pseudo biharmonic submanifolds in
 Cauchy-Riemannian geometry, and gave several such examples. 

研究分野：微分幾何学及び大域解析学
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１．研究開始当初の背景 
 
（１）調和写像とは、エネルギー汎関数の臨
界点となるリーマン多様体からリーマン多
様体への滑らかな写像のことであり、2−調和
写像とは、2−エネルギー汎関数の臨界点とな
るリーマン多様体からリーマン多様体への
滑らかな写像のことである。それらの定義よ
り調和写像はいつでも２−調和写像となるこ
とが知られている。その逆問題、すなわち、
「２−調和写像がどのような場合に調和写像
となるか」ということが１９８０年代より重
要な課題であると認識される様になった。 
 
（２）とりわけ、ターゲット空間がユークリ
ッド空間の場合には「ユークリッド空間内の
２−調和部分多様体は調和であろう」という
問題は、特に有名な未解決問題であり、チェ
ン予想と呼ばれている。これはチェンによっ
て１９８０年代に提起された有名な重要問
題である。この解決の解決を目指すというの
が、我々の当初の一番の研究課題であった。 
 
 
 
２．研究の目的 
 
（１）我々はまず、この有名なチェン予想「ユ
ークリッド空間内の 2−調和部分多様体は調
和である」ことの解決、また適当な条件の下
でチェン予想が正しいことの証明を与える
ことを目指す。 
 
（２）と同時に、ユークリッド空間ではない
コンパクト対称空間の場合には、その２−調
和部分多様体の分類を行なうことが可能で
はないか、と問題を立てて、その分類を行な
いそのことによって、部分多様体理論への貢
献を目指す。 
 
（３）すなわち、コンパクト対称空間内の群
軌道を調べて、それらの軌道が調和となるも
の、及び２−調和となるものを決定すること
を目指す。 
 
（４）またリーマンサブマーションの場合に
も同様な問題を考えることができるので、特
に G—主束の場合において、２−調和写像や
調和写像を調べることにより、さらに豊富な
２−調和リーマンサブマーションの例を与え
ることを目指す。 
 
 
 
３．研究の方法 
 
（１）チェン予想の特別な場合である「ユー
クリッド空間内の超曲面で、主曲率がすべて
相異なる時は解決できる」、と予想し研究を
開始した。 

 
（２）まず一般の空間型内の２−調和部分多
様体について、テンション場の各点ノルムの
二乗が定数である場合には、そのようなもの
は調和なものに限ることを示す。次に、本来
のチェン予想の場合であるところの、空間型
の特別の場合であるユークリッド空間内の
超曲面の場合に、それが２−調和であるため
の必要十分条件を、主曲率とテンション場と
の常微分方程式系によって書き下し、極小超
曲面となるのはこれらが共に零であること
が必要充分であることを示す。 
 
（３）困難点としては、２−調和写像を与え
る常微分方程式系が現れる。その解の構造を
解析する。しかしこれらの常微分方程式系は
実際には解くことはほとんど不可能な方程
式系であり、その解が調和写像を与えるもの
のみであることを示すことは手計算では困
難である。その困難点を克服するために、コ
ンピュータを用いて解析する。 
 
（４）一方、コンパクト対称空間内の等質な
部分多様体の場合には、表現論や群の主軌道
の解析を行なう。このため、井川満による対
称三対の方法を用いて、軌道の分類を行なう。 
 
（５）次に、各軌道ごとに、２−調和写像と
なることを特徴づける２−テンション場、及
び調和写像となることを特徴づけるテンシ
ョン場をそれぞれ計算により求める。 
 
（６）上記の計算結果を数値計算して、確か
に、それらの軌道のうちで、２−テンション
場は消滅しているが、テンション場の方は零
ならないものを探し出す。 
 
（７）１９７９年に江尻典雄（現名城大学）
が与えたねじれ束のラプラシアンの等スベ
クトルに関する結果及び O’Neill が１９
６６年で示したリーマンサブマーションに
関する結果及びそこで示されている様々な
結果と手法などを組み合わせて、調和写像や
２−調和写像の研究に適用し、新たな研究手
法を開発する。 
 
 
 
４．研究成果 
 
（１-1）チェン予想については、ユークリッ
ド空間内の超曲面の主曲率が相異なり、それ
らの主曲率ベクトル場がそれぞれ既約の場
合には、テンション場、主曲率主曲率方向ベ
クトル場を与える式の導出に、我々は成功し、
それらが常微分方程式系を満たすことを示
した。この結果、テンション場の各点ノルム
の二乗が定数の場合には、上記の予想通りが
正しいことを示した。 
 



（１-2）問題はテンション場の各点ノルムの
二乗が定数でない場合であり、この場合には
ユークリッド空間内の超曲面が２−調和写像
であることを特徴づける常微分方程式系の
解の挙動を解析し、コンピュータによる解析
を実行し、この常微分方程式系の解は零のみ
であり、従って調和写像を与える解のみであ
ることを示した。この結果として我々は次の
定理を得ることができた：「ユークリッド空
間内の２−調和な超曲面のすべての主曲率が
互いに相異なり、主曲率ベクトル場が一般の
位置にあるならば、このような超曲面は極小
である」。この結果は、我々の定理の状況の
下では「チェン予想は正しい」ことを示すも
のである。 
 
（２）コンパクト対称空間内の群軌道を詳細
に調べるために、リー群の可換な対称三対を
取り、この対称三対の群軌道が２−調和であ
るための必要十分条件、及び調和であるため
の必要十分条件を与えた。この結果を用いて、
コンパクト対称空間内の等質部分空間を与
える対称三対をすべて分類し、これらのうち
で、群軌道が対称空間の２−調和な等質部分
多様体を与えるもの、及び調和な等質部分多
様体を与えるもの、これらすべてを分類した。
以上の結果を用いることによって、調和では
ない等質な 2−調和部分多様体を与えるクラ
スが多く存在するという、非常に驚くべき結
果を得た。特に、エルミート・グラスマン多
様体の場合には、その内の等質部分多様体を
調べ分類することによって、この場合には、
等質な２−調和部分多様体となるものを完全
に分類し、等質超曲面であって２−調和であ
るが調和でないものをすべて分類する、とい
う結果を得た。またこの場合に、余次元の高
い調和ではない２−調和となる等質部分多様
体の例を与えることができた。 
 
（３）我々はコーシーリーマン多様体からコ
ンパクトリーマン多様体への擬調和写像と
擬 2−調和写像を特徴づける定理を与えた。擬
調和写像の特徴付けについては、すでに我々
と S. Dragomir, B.Barletta との共同研究
により示されていた。上記の擬２−調和写像
の特徴付け定理を応用して、強擬凸なコーシ
ーリーマン多様体から球面や複素射影空間、
四元数射影空間等の階数１のコンパクトリ
ーマン対称空間に適用することにより、それ
らへの擬平行な擬２−調和等長はめ込みで擬
調和等長はめ込みとならないものを決定す
ることができた。更にまた、特に、これらの
結果を用いて、奇数次元球面から複素射影空
間への擬調和ではない擬 2−調和写像の多く
の例を構成することができた。 
 
（４）次に、主 G—主束やねじれ束の場合の調
和写像や２−調和写像を調べた。始めに底空
間が非正曲率で、全空間が完備リーマン多様
体であるような主 G—主束を考察し、この場合

については、２−調和写像でありながら、し
かも、２−テンション場が二乗可積分となる
場合には、すべて２−調和写像は調和である
という結果を得た。さらに底空間がコンパク
トリーマン多様体の場合には、２−調和写像
はすべて調和であることを示した。更に、ね
じれ主束の場合についても考察し、２−テン
ション場とテンション場をそれぞれ与える
公式を示すことができた。この結果を用いて、
調和なねじれ束を与える特徴付け定理と２−
調和なねじれ束を与える特徴付け定理を与
えることができた。今の場合には、２−調和
なねじれ束を与える方程式は完全に解くこ
とができて、そのことによって、２−調和で
あるが調和ではないねじれ束の例を構成す
ることができた。このことは、調和ではない
２−調和写像なねじれ束の例が与えられた、
という満足すべき結果である。 
 
（５）上記のねじれ束の手法と１９６０年代
の O’Neill の手法を用いることによって、
一般に、リーマンサブマーションの場合に調
和写像と２−調和写像を調べることに応用す
ることができた。これらの手法に加えて、複
素射影空間上のサークル束の分類を与える
１９５６年の小林昭七による結果を適用す
ることにより、複素射影空間上のすべてのサ
ークル主束について、直積となる場合とホッ
プ主束となる場合を除けば、すべてのサーク
ル主束について、それらが２−調和であるが、
しかし調和とはならない、という興味ある重
要な定理を得ることができた。 
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